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Für den Zeitabschnitt von 1890—1904 hat Wieleitner, 

Leipzig (Göschen) 1905, eine Bibliographie der höheren alge- 

braischen Kurven herausgegeben. (M. 1,50.) 


1. Abschnitt. 
Polare und Hessesehe Kurve. 


$ 1. Schnittpunkte zweier Kurven. 


Die Schnittpunkte der beiden Kurven mter und nter 
Ordnung 
(1) { fræ, y) = 0 
(2) D &, y) = 0 
haben Koordinaten (x, y), welche beide Kurvengleichun- 
gen befriedigen. 

Ein sehr einfacher Fall ist folgender: Die eine Kurve 
ist eine oszillierende Parabel nter Ordnung (vgl. Alg. K. I, 
S. 19), die andere eine Gerade 
(3) ee 

y=axc-+b. 

Für jedes Wertepaar (x, y) eines Schnittpunktes sind 
beide Kurvengleichungen erfüllt; man kann also für 
die Ordinate y des Schnittpunktes aus der zweiten Glei- 
chung (3) den Wert ax + b in die erste einsetzen, was 
eine Gleichung nten Grads in x ergibt, welche durch die 
Abszisse eines beliebigen, also jeden Schnittpunkts be- 
friedigt wird. Diese Gleichung nten Grads in & hat, wie 
die Algebra lehrt, wegen ihrer reellen Koeffizienten n 
reelle oder paarweise komplex konjugierte Wurzeln. Die 
bisherige Betrachtung zeigt, daß sich die Abszissen der 
Schnittpunkte unter diesen n Wurzeln befinden. Umge- 
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kehrt ist auch jede Wurzel x dieser Gleichung die Ab- 
szisse eines Schnittpunkts; denn zu ihr gibt y = ax -+ b 
ein solches y, daß das Wertepaar (x, y) beide Kurven- 
gleichungen befriedigt. (Vgl. Fig. 1, wo im Fall a 
n=5,imFalb »n=4 und y= 0 die schneidende 
Gerade ist.) 

Bei einer beliebigen Kurve nter Ordnung an Stelle der 
oszillierenden Parabel erhält man mit denselben Schlüssen 


Fig. L 


wieder eine Schnittpunktsabszissengleichung nten Grads. 
Es gilt also der 

Satz: Eine Kurve nier Ordnung wird von einer Ge- 
raden in n reellen oder paarweise komplex konjugierten 
Punkten geschnitten. 

Bei besonderen Lagen der Geraden ist dieser Satz 
nur richtig, wenn man unter den Schnittpunkten gewisse 
endliche Punkte mehrfach zählt und auch unendlich ferne 
unkte mitrechnet. Schneidet man z. B. die Kurve 

infter Ordnung (Alg. K. I, S. 55) 

* — 2 y+ 3y—1=0 
nit der Geraden y = & (genauer y = 0 - + c), WO & 
ine Wurzel der Gleichung y? — 30 12 0 ist, 80 


§ 1. Schnittpunkte zweier Kurven. 9 


ergibt sich als Schnittpunktsabszissengleichung 
O. 5 ＋ & — 2 & απ = 0 
oder O. 45 ＋ 44 — 2 = 0. 

Ihre Wurzeln sind œ, 0,0, +y2, —Y2 und die 
zugehörigen Schnittpunkte (oo, æ), (O, &), (0, &), 
(+Y2, a), (-Y2, a). Wir erhalten also 5 Schnitt- 
punkte der Geraden y == A mit der Kurve fünfter Ord- 
nung: einen unendlich fernen Punkt (oo, œ), einen dop- 
pelt zu zählenden endlichen Punkt (O, &) und zwei 
weitere endliche Punkte (+Y2 a. 

Allgemein gilt der 

Satz: Zwei Kurven mier und nier Ordnung schnei- 
den einander in m-n Punkten. 

Über das Zählen der Schnittpunkte ist hiebei das- 
selbe zu bemerken, wie für den besonderen Fallm=1. 

Einen Anschaunngsbeweis liefern die beiden oszillie- 
renden Parabeln mter und nter Ordnung 


en: 
Y = fa (£) . 


19 Polare und Hessesche Kurve. 


Die erste besteht aus m oszillierenden Bögen, die in 
Richtung der x-Achse auf- und abstreben, die zweite 
aus n in Richtung der y-Achse oszillierenden Bögen. 
Die beiden Kurven schneiden einander in m-n Punk- 
ten (vgl. Fig. 2, wo m = 3, n=4. Die Zahl der 
Schnittpunkte beträgt m · = 12). 

Hinsichtlich eines allgemeinen Beweises für diesen 
Satz verweisen wir auf Fischer, Determinanten (Samm- 
lung Göschen) S. 105ff. Wir begnügen uns damit, ein 
Beispiel für den Fall anzugeben. daß m = n = 2 ist. 
Die beiden Kegelschnitte 
4 JV 

) E” = x? + sry + 4y? —4r—17y+15=0 
haben (vgl. Fig. 3) vier Schnittpunkte. Um deren Koordi- 
naten zu berechnen, verfahren wir wie folgt: 

Durch Ordnen der Gleichungen nach Potenzen von y 
ergibt sich 

VV 8) = 0 
4% + C 17) + f 4 L 15) 0, 
wofür wir zur Abkürzung schreiben 
(5) 5 
By? + By B = 
Durch Elimination von y aus den beiden Gleichungen 


(5) erhalten wir (vgl. Fischer, S.114) eine Gleichung 
in z, die sich in folgender Form schreiben läßt: 


40 4 4 0 
0 AA BL, 
32% 
|0 B B B 


§ 1. Schnittpunkte zweier Kurven. 1 


Diese Gleichung ist die Schnittpunktsabszissenglei- 
chung und heißt auch die Aesuliante der beiden Glei- 
chungen (5) in x. Setzt man für die 4; und B; die aus 
der Vergleichung von (4) und (5) hervorgehenden Werte 
ein, so liefert eine einfache Rechnung 


* — 73 ＋ 17 —- 17 ＋ 6 = 0 


E 


ly Fig. 3. 


Diese Gleichung hat die Wurzeln 1, 1, 2,3. Für 
x =1 wird aus (4) 
2y? — 87 ＋ 6 2 0 
5 0:8 
also nach Division der beiden Gleichungen mit 2 bzw. 4 
ein und dieselbe Gleichung 
y„—4y+3=0 
mit den Wurzeln 1 und 3, so daß (1, 1) und (1, 3) 
beide Gleichungen (4) erfüllen, also zwei Schnittpunkte 
der Kegelschnitte sind. Mit æ = 2 erhält man aus (4) 
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die beiden Gleichungen 
22 —8y+6=0, 
4272 — 15% 11 = 00 1 
Die erste hat 1 und 3, die zweite 1 und ＋ 2⁰ 


Wurzeln. Die Wurzel 1 ist also gemeinsam und damit 
(2, 1) ein weiterer (dritter) Schnittpunkt der Kegel- 
schnitte. Mit z = 3 erhält man aus (4) die Gleichungen 
27/2 — 857 ＋ 80 
47½ 147 ＋ 12 = 0 
mit der gemeinsamen Wurzel 2, was den weiteren (vier- 
ten) Schnittpunkt (3, 2) ergibt. Die beiden Kurven 
zweiter Ordnung schneiden sich also in 2. 2 = 4 Punkten. 


§ 2. Schnittpunkte zweier Kurven an mehr- 
fachen Punktstellen. 


Bei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
haben wir den Fall ganz unerörtert gelassen, daß unter 
den m-n Schnittpunkten einer C mit einer Cp ein- 
Punkt sich befindet, der für die eine Kurve oder für 
beide Kurven ein mehrfacher Punkt ist. Da man durch 
eine Koordinatentransformation jeden Schnittpunkt in den 
Ursprung verlegen kann, so genügt es anzunehmen, daß 
beide Kurven im Ursprung einen mehrfachen Punkt 
haben, was die Untersuchung besonders einfach gestaltet. 

Haben die beiden gegebenen Kurven mter und nter 
Ordnung im Ursprung einen - bzw. k-fachen Punkt, 
so daß 
(1) F? i Hi. . = 
2) SENT MAT. . n = 0, 
so stellt 51 = O bzw. ø= 0 als Aggregat der Glieder nie- 
derster Ordnung die Gesamtheit der Tangenten jeder Kurve 


§ 2. Schnittpunkte zweier Kurven usw. 13 


im Ursprung dar (vgl. Alg. K. L S. 79ff.). Um die Zahl 

der Schnittpunkte beider Kurven zu bestimmen, bilden 

wir die Resultante von f und ꝙ in æ. Erhalten wir dann 
EG, e. = 2 FG) = 0, 

so gibt A im allgemeinen“) die Zahl der im Ursprung 

zusammenfallenden Schnittpunkte der beiden Kurven. 

In einfachen Fällen läßt sich die Resultante direkt 
bilden, wenn nämlich die eine Unbekannte leicht elimi- 
niert werden kann, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Die Spitzparabel / = x* hat mit der Kurve (y — x2)? 
= x5, die im Ursprung eine Schnabelspitze oder Spitze 
2. Art (vgl. Alg. K. I, S. 65) hat, 5. 4 = 20 Schnitt- 
punkte. Um nun die Anzahl der von diesen 20 in den 
Ursprung fallenden Punkte zu bestimmen, schreiben wir 
die Gleichung der C, in der Form y = 2 + x? V. 
Setzen wir diesen Wert für y in die Gleichung / = x* 

„ein, eliminieren also aus beiden Gleichungen y, so er- 
balten wir als Resultante 


; Ta j at = [z2 (1 + Y)] 

2 & oder zt =ë (1+ 3yr +32 ＋ ), 
raus nach einfacher Umformung und Quadrierung sich 
ergibt 
(*) z8 (3 * + x? — 1)2 — 1s (x ＋ 3) 2 = 0 


Hieraus folgt xë = 0, d. h. die beiden Kurven haben 
im Ursprung 8 Schnittpunkte und außerdem noch 7 wei- 
tere Schnittpunkte, da die Gleichung (*) vom 15. Grad 
ist. Von den insgesamt 20 Schnittpunkten fehlen also 


*) Die Abkürzung E , p) „bedeutet nach Newton: 
„Resultante von f=0 und ꝙ = O.“ 

*) Es kann auch der Fall eintreten, daß zu x=0 ein 
Wert y gehört, der von 0 verschieden ist, wenn etwa auf der 
y-Achse "noch zufällig ein Schnittpunkt liegt. 
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noch 5, die im Unendlichen liegen müssen. Machen wir 
die beiden Gleichungen homogen 

y3 w = zt 

y? w? — 2r? y w? + stow = rž, } 
so erhalten wir durch Elimination von w 

gi? — 2210 y2 4 8 % — 5 77 = 0 3 
woraus z3 = 0 folgt; aus y3 œ = x* ergibt sich weiter 
w = 0*), d.h. im Punkt (x = O, œw = 0) liegen weitere 5 
(unendlich ferne) Schnittpunkte. Die beiden Kurven 
4. und 5. Ordnung haben also 8 + 7 + 5 = 20 Schnitt- 
punkte. 

Häufig liegen nun die Verhältnisse nicht so einfach, 
daß, wie in dem eben behandelten Beispiel, die Resultante 
direkt aufgestellt werden kann. Dann sind 2 Fälle zu 
unterscheiden: 

1. Die Kurve (1) besitzt im Ursprung i Zweige, deren 
Tangenten durch f; = 0 bestimmt sind. Ebenso hat die 
Kurve (2) im Ursprung æ Zweige mit @,=0 als Tangenten. 
Fällt nun keine der Tangenten f; = 0 mit irgendeiner 
der Tangenten 9, = 0 zusammen, d. h. sind f; und x 
teller fremd, so schneiden die Tangenten von f im Ur- 
sprung die „* Tangenten von ꝙ in i-k Punkten, also 
haben die beiden Kurven im Ursprung i- V Schnittpunkte 
(vgl. den Satz S. 9). 

2. Haben aber die beiden Kurven (1) und (2) im Ur- 
sprung Zweige mit gemeinsamer Tangente, d. h. sind fi 
und py nicht teilerfremd, so führt folgendes Verfahren 
zum Ziel: Man bildet aus den beiden gegebenen Funk- 
tionen f und ꝙ eine neue Funktion y durch Elimination 
der in fund vorhandenen Glieder niederster Ordnung. 


*) Nicht y = 0, weil dies im Widerspruch mit der vor- 
hergehenden Gleichung stände. 


$ 2. Schnittpunkte zweier Kurven usw. 15 


Dieser Prozeß wird zwischen y und / so lange fortgesetzt, 
bis die erhaltene neue Funktion y ein Glied niederster 
Ordnung bekommt, das nicht mehr Faktor des Glieds 
niederster Ordnung von f ist. Schließlich haben wir dann 
zwei Funktionen mit teilerfremden Gliedern niederster 
Ordnung, also den einfacheren Fall 1. Die Zahl der 
Schnittpunkte im Ursprung läßt sich häufig mit dem 
Satz finden“): 

Ist A eine ganze Funktion beliebigen Grades in æ und y 
und y =g + åf, so ist 


B (J, y) = E (, g + 4f) = R C, p). 
Die folgenden Beispiele werden die Methode klar- 
legen. 
1. Beispiel. Wieviel Schnittpunkte hat die Spitzparabel 
y? = xt mit der C, (y — x°)? = xë im Ursprung? 
Setzen wir ¢ = y? — a*t und fE y — 2 ＋ * — 5 
und bilden 
g —y f= ypy =r y . — . + y 
=g (2y — x°) — 4 %% + y, 
so it R(f, Y - ) = A C, 9). Da die beiden Kurven 
f=0 und y= O im Ursprung keine gemeinsame Tangente 
haben, so liegen im Ursprung 2. 4 = 8 Schnittpunkte, wo- 
mit das auf S. 13 gefundene Ergebnis bestätigt ist. 
2. Beispiel. Gegeben seien die beiden Kurven 
F = G + y) + * — % (* — 2%) ＋ *. O- = 
% = ( + / * — / — 3 * y 7 0. 1 
Um die Zahl der in den Ursprung fallenden Schnitt- 
punkte zu ermitteln, bilden wir die Funktion 
g—af=— r (x+ y) + xy (t —3xry—2y’)—(xt—y")j1 
UL +. z 


*) Den Leser, der sich über diesen und weitere Sätze 
genauer unterrichten will, verweisen wir auf Berzolari, En- 
zykl. der math. Wiss., Band III, 2, S. 406, wo die hierauf 
sich beziehende Literatur zusammengestellt ist. 
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Hieraus folgt 
p— af = y= r (z + a y— 39 — 2% 
— (xê + s y — 2% — %) + T is 
f=(x +y) + — yhy) at. 
Nun hat man 
Rf, g—r'f+#E=ERf, % A (V, g) 5 
also ist die Zahl der Schnittpunkte beider Kurven im Ur- 
sprung 5. 12 5 


§ 3. Klasse einer Kurve. 


Erklärung. Unter der Klasse einer Kurve versteht man 
die Zahl der Tangenien, die man von einem beliebigen, 
nicht auf der Kurre liegenden Punkt an diese ziehen kann. 

Um diese Zahl zu finden, verfahren wir nach dem 
Vorgang von Joachimsthal folgendermaßen. Sind 


P=(X,T,2) und O = (&, , 
zwei beliebige Punkte und R = (E, n, 6) ein vorerst 
{R-0) beliebiger Punkt der Ge- 
> p/ raden PQ (Fig. 4), so 
> gelten für die Koordinaten 
von R die Gleichungen 


j Ist nun R ein Punkt der Kurve nter Ordnung 
In &; J, œ) = 0, so ist 
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rin a e [EAX A wp 
-E -( FT LEA? T) 
| IE K, / IT, GO). 


Entwickeln wir mit dem Taylorschen Satz nach steigen- 
den Potenzen von J, so haben wir 


40 —75 5 l 


al y ĉa 
Ter ae 2i 2n are 
1 = gi 50 2 
e , 200 
ala 55 1 30% 
-1 [/ „ ef de- 
— TEEN ER © | 
apa. +i r+ sto] 
a TE E i? 
1 de ôy Ô w ; 


wo zur Abkürzung gesetzt ist 


a BEER: Oty 
5 3x z Sfr $ Pam n 
+ los, 


Beutel, Algebraische Kurven II. 2 
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Diese Gleichung nten Grads in J liefert n Wur- 
zeln J, welchen die n Schnittpunkte R der Geraden PO 
mit der Kurve entsprechen. 3 

Nehmen wir nun an, daß der Punkt P = (X, F, Q) 
außerhalb der Kurve, Q = (z, y, œ) auf der Kurve 
liege, so ist 
(2) fE y, o) =0; 

(1) besitzt eine Wurzel 4 = 0 , d. h. einer der Schnitt- 
punkte R fällt mit Q zusammen. 

Soll noch ein weiterer der Schnittpunkte R mit Q zu- 
sammenfallen, so muß Gleichung (1) eine Doppelwurzel 
= O haben, d. h. es muß der Koeffizient von A Null 
sein; wir haben also bei festem P(X, Y, 2) für die 
Koordinaten x. y, x von Q die Bedingung 
(8) rir eo Lap 

ôT ey co 

Ist diese erfüllt, so ist PQ Tangente an die C, ; die Be- 
rührungspunkte Q sämtlicher von P an die Cp gezogenen 
Tangenten liegen auf der Kurve (3) und das simultane 
System der Kurven (2) und (3) liefert die Koordinaten der 
Berührungspunkte. (X, Y, Q) sind als Koordinaten 
eines festen Punkts konstant; Gleichung (3) stellt, wenn 
wir g, y, œw als laufende Koordinaten auffassen, eine 
Kurve (r—1)ten Grads dar, die wir nach Bobillier erste 
Polare des Punkis P in bexug auf die Kurve f nennen. 

Analog nennt man den Faktor von A? 


[txs 7 red Zo o|” —0 


die zweite Polare usw. 
Da die gegebene Kurve vom nten. die erste Polare 
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vom ( —1)ten Grad ist, so haben beide Kurven 
nach § 1 a(n — 1) Schnittpunkte; also 

Satz: Fon einem Punkt außerhalb einer C, lassen 
sich im allgemeinen n/n — 1) Tangenten an diese ziehen, 
deren Berührungspunkte die Schnittpunkte der Kurve 
mit ihrer ersten Polaren sind. 

Diese Zahl n(n — 1) ist nun nichts anderes als 
die Klasse der Kurve. Hiebei ist die stillschweigende 
Voraussetzung gemacht, daß die Ci keine singulären Punkte 
enthält. Treten solche Punkte auf, dann erniedrigt sich 
die Klasse, wie im folgenden Paragraphen auseinander- 
gesetzt wird. 


$ 4. Verhalten der ersten Polaren in einem 
Doppel- und Rückkehrpunkt der Grundkurve. 

Besitzt die Grundkurve f= O vielfache Punkte, so 
befriedigen deren Koordinaten die 3 Gleichungen (vgl. 
Alg. K I, S. 113) 


E f Ce C 
2 =0, F. =, Lat 
ex 027 0 


also auch die Gleichung der ersten Polaren von 7 
ĉ fx X+ — ef Y+ ef Q 
ex“ ey ê w 
Daraus folgt : 

Satz 1. Die ersie Polare einer Kurve gehi durch 
sämtliche vielfache Punktz der Grundkurve. 

Um das Verhalten der ersten Polaren in einem Dop- 
pelpunkt der Grundkurve zu bestimmen, legen wir diesen 
in den Ursprung. Dann lautet die Gleichung der C, nach 
passender Drehung 


0) [=E= artt] p E, ) ＋ &, YHo 
* 


2 
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homogen 
= 0 = (a x? + y’) + H Ps (2, Y) s 
＋ ., yot nn 
Für die erste Polare einer rdi mit Doppel- 
punkt erhalten wir damit als Gleichung 


No =D 5 .) 


9 ô Ps C P4 
+ E33 
102 Jy T +...) 


+2[a - 2) ( + y?) + (n— 3) p+ ...] 
R=0=-2(x2X+yN)+ B X+ E Y 


＋ ( — 1 shak 
Die Glieder niederster Ordnung geben Null gesetzt 
c / T= O. 

Diese Gleichung stellt die Tangente der ersten Po- 
laren im Ursprung dar, welche im allgemeinen mit einer 
der beiden Tangenten von f nicht übereinstimmt; die 
Ca und ihre erste Polare haben also nach dem Satz 
in § 1 S. 9 im Ursprung 2. 1 2 Schnittpunkte. 

Satz 2. Die erste Polare einer Kurve mit Doppel- 
punkt geht einfach durch den Doppelpunkt und hat dort 
zwei Schnitipunkte mit der Grundkurve. 

Hat die Grundkurve einen r-facken Punkt im Ur- 
sprung, so lautet ihre Gleichung 


0 ,a (r, y) = p, (T, Y) + 941%; 70 2 ＋ 
homogen 


=h, ) = 9, &, y) wr 
＋ iE, Nor... 4 


oder 
(2) 
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woraus 


Damit wird die Gleichung der ersten Polare 


z ejr Eg Ô Prsi X D Pri y 
0 67 = Ex & 
- + ( — .., +... =0. 


Diese hat also im Ursprung einen (r — 1) fachen 
Punkt mit den Tangenten 


* E S0 
ôx ey ? 


welche im allgemeinen von den Tangenten des r fachen 
Punkts verschieden sind; Grundkurve und erste Polare 
haben also in einem r-fachen Punkt 
r(r—]) 
2 
Schnittpunkte. Durch Vergleichung mit Satz 2 erhalten wir 
Satz 3. Ein r-jacher Punkt der Grundkurve isi 
(r —1)-facher Punkt ihrer ersten Polaren und gleich- 


r(r —1) a $ 
a (2 Doppelpunkten. 


Einen Anschauungsbeweis für den dreifachen Punkt 
zeigt Fig. 5 (S. 22), wo durch Zusammenrücken der drei 
Doppelpunkte ein dreifacher Punkt entstehen würde. 

Um das Verhalten der ersten Polare in einem Rück- 


r(r—1)= -2 


wertig mit 
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kehrpunkt der Grundkurve zu untersuchen, setzen wir in 
Gleichung (1) x = 0. Dann hat F im Ursprung einen 
Rückkehrpunkt (mit y= 0 als Rückkehrtangente) und 
als erste Polare folgt mit x = 0 aus Gleichung (2) 

ô ĉ € 
3) PR=0-2yY+ i2 Son 3 


ex 


Hieraus ist ersichtlich, daß die 
erste Polare im Ursprung die Rück- 
kehrtangenie der Grundkurve als 
Tangente hat. Zur Bestimmung 
der Zahl der Schnittpunkte von (3) 
mit (1) bilden wir zwecks An- 
wendung des Satzes auf S. 15 die 


er Gleichung 
0=2fY—-yPR,=29,17—-9yX 
F 
ex ey 


Diese Kurve hat nun nach dem Satz über die Re- 
sultantenbildung in $ 2 dieselben Schnittpunkte mit 
P,=0 wie f=0 mit P,= 0; sie hat im Ursprung einen 
dreifachen Punkt, also ist die Zahl der Schnittpunkte von 
P,=0 mit f=0 3-1=3. Damit erhalten wir den 

Satz 4. Die ersie Polare einer Kurve mit Rückkehr- 
punkt geht einfach durch diesen, hat dort die Rückkehr- 
langente als Tangente und drei Schnitipunkte mit der 
Grundkurre. 

Mittels der Sätze 2 und 4 läßt sich nun die Zahl 
der Tangenten von einem Punkte außerhalb einer Cu, 
die d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte hat, bestimmen. 

Jeder Doppelpunkt erniedrigt die Zahl der Tangenten 
von einem Punkt außerhalb einer C, an diese um 2. 
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Fassen wir den Rückkehrpunkt als Grenzfall des Dop- 
pelpunkts auf, wenn die Schleife erdrückt wird (Fig. 6), 
so fallen in der Tat drei von P 
ausgehende Tangenten in die Ver- 
bindungslinie von Pmit dem Rück- 
kehrpunkt; der Rückkehrpunkt er- 
niedrigt die Zahl der Tangenten 
um 3. Es gilt also der 
Satz 5. Hat eine Ci d Dop- 
pelpunkie und r Rückkehrpunke, Fig. 6. 
so ist ihre Klasse P 
k = n(n —1)— 2d — 3r. 
Dies ist die erste der sogenannten Plückerschen For- 
meln (vgl. $ 11). 


§ 5. Hessesche Kurve; 
Wendepunkte der Grundkurve. 


Eine Kurve hat bekanntlich einen Wendepunkt, wenn 
die Kurventangente in diesem Punkt, die Wendetangente, 
die Kurve in drei aufeinanderfolgenden Punkten schneidet. 
Fällt noch ein weiterer Schnittpunkt Ei der Kurve und 
der Geraden PQ mit Q zusammen, so ist die Gerade 
PQ Wendetangente (s. Fig. 4). 

Die Bedingung hiefür ist, daß außer dem Koeffizienten 
von A in Gleichung (1) $ 3 auch der Koeffizient von 4? 


verschwinden muß; die Koordinaten (S w) aller 
Wendepunkte einer Cp befriedigen also o simultane 
System der drei Gleichungen 


| f(z, Y, œ) = 0 

* öf | of 1 ôf o — 

(4) 00 M 
ê 


(=) [x+ er . LoP- 0 
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P= (X, Y, Q) ist jetzt nicht mehr beliebig wähl- 
bar; denn durch Elimination von x, y, x aus den Glei- 
chungen (4) erhält man eine Bedingungsgleichung für 

Y, Q. Die Gleichung 


5 
0 32 K L 5% T 0 0 


drückt aus, P sei so zu Eee daß die Gerade PQ 
mit der Tangente der C, in einem Wendepunkt Q zu- 
sammenfällt. Jeder Punkt P der Geraden PQ muß den 
drei Gleichungen (4) genügen, also auch die Gleichung 


0 = e ru o| = Ži y: 


ôx? 
e r. nys PE x 
Tee er o ðw 
ĉ 62 
— 22 4 YQ -+= f oo 
y åw ôw? 


befriedigen. Diese Gleichung stelt mit X, Y, Q als 
laufenden Koordinaten und z, y, x als Koordinaten eines be- 
liebigen Wendepunkts der Grundkurve einen Kegelschnitt 
dar, den sog. Polarkegelschnitt, welcher die Tangente (*) 
vollständig enthalten muß. Der Polarkegelschnitt muß also 
in zwei Gerade zerfallen, oder, was analytisch dasselbe be- 
sagt, einen Doppelpunkt besitzen. Dies ist der Fall, wenn 


0 2 a s 
C C 
j 


6X 6x? ĉôzsõy ` ô 

0 / 62 ef 62 ’ 
ro = 2 — A H2 +2 = 
ĉY ôy x Ea ey? E4 yw i 
ô 627 62 62 
222 C 9 -r 
02 „ 60 6% “nn: 20 
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Diese drei in X, Y, Q homogen linearen Gleichungen 
können aber nur dann gleichzeitig bestehen, wenn 
af afo o of 
ôx? O çο , G ο 
SS K T a. 
ĉy ôx ey? oydo | 
627 ôf o2f 
t 6 ôw? 


Sind jetzt (©, y, œw) nicht mehr bloß die Koordinaten 
eines Wendepunkts der Grundkurve, sondern laufende 
Koordinaten, so sind die einzelnen Glieder der Deter- 
minante H vom Grade (n — 2) in z, /, w. H=0 
stellt also eine Kurve vom Grad 3(n — 2) dar. Sie heißt 
die Hessesche Kurve*) (vgl. Alg. K. I, S. 116). 

Die Wendepunkte einer Kurve nter Ordnung fn = Ù 
sind deren Schniti pun te mit ihrer Hesseschen Kurve H=. 

Satz. Jede Ci ohne singuläre Punkte hat 3n (n — 2 
Wendepunkte. 

Diese Zahl umfaßt die Gesamtheit der reellen und 
imaginären Wendepunkte. So ist z. B. für jede Kurve 
dritter Ordnung die Hessesche Kurve ebenfalls von der 
dritten Ordnung; jede (; hat also 3.3 = 9 Wende- 
punkte, von denen aber höchstens drei reell sind (vgl. S. 61). 


86. Verhalten der Hesseschen Kurve in einem 
vielfachen Punkt der Grundkurve. 


Wie die Klassenzahl, so wird auch die Zahl der Wende- 
punkte einer C, durch das Auftreten von Doppel- und 
Rückkehrpunkten erniedrigt. 

*) Zuerst von Hesse in einer 1844 veröffentlichten Arbeit 
angegeben. 
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Wir nehmen wie oben an, daß der Doppel- bzw. der 
Rückkehrpunkt der Grundkurve im Ursprung liege und 
stellen nun für diese beiden Fälle die Gleichung der 
Hesseschen Kurve auf, wobei wir die Entwicklungen nur 
für wenige Glieder niedrigen Grads anschreiben, was 
für unsere Zwecke vollständig genügt. Die Gleichung 
der Grundkurve »ter Ordnung mit einem Doppelpunkt sei 


0==7, (2, y; 0) = (ar + y?) o- p (E, y) wor + 
Damit wird die Hessesche Kurve [der Leser mag die 
Rechnung zur Übung nachprüfen] 
gps gs 


2a + ga + res isop M 2 (n — ) 
Ha 8. ps igs 
= s 20 — 
52 0 tagt 2(n—2)y+... 
2(n—2)æaz+... 2(n—2)y +... (3 — 2) (n — 8) (% ＋ a ) +... 


oder entwickelt und nach steigenden Potenzen von x 
und y geordnet: 
H= O = A (n - 1) ( — 2) (/ am) + ys + .... 

Daraus folgt: 

Satz 1. Die Hessesche Kurve hai in einem Doppel- 
punki der Grundkurve ebenfalls einen Doppelpunkt mit 
denselben Tangenten. 

Im allgemeinen enthalten die Glieder dritter und 
höherer Ordnung von Ha den Faktor y2 + «2x? nicht, 
deshalb hat man zur Bestimmung der Zahl der Schnitt- 
punkte von f= 0 mit Hz = 0 gemäß der auf S. 15 ange- 
gebenen Methode: 
am =) -) | 0=SE Phar) gt. 


1 0=E7= 4 a (a1) (0—2) a + pa t a. 


0=H au: 2)f 
A U- 1% — 2) g tyst- 
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Daraus folgt: Die Zahl der Schnittpunkte von f mit H 
in einem Doppelpunkt von f beträgt 2. 3 = 6 oder 

Satz 2. Jeder Doppelpunkt einer Kurve erniedrigt die 
Zahl ihrer Wendepunkte um 6. 

Hat die Grundkurve im Ursprung einen Rückkehr- 
punkt, ist also in der vorigen Entwicklung & = O, so wird 


02 
H, = 0 =—2 (n —1) (n — 20 2 + a 


Daraus folgt: 

Satz 3. In einem Rückkehrpunkt der Grundkurve 
hai die Hessesche Kurve einen dreifachen Punkt, bestehend 
aus einem Rückkehrpunkt mit derselben Tangente wie die 
Grundkurve und einem weiteren durch diesen gehenden 
Zweig. 

Zur Bestimmung der Zahl der Schnittpunkte von H, 
mit f nach der Methode S. 15 bilden wir den Ausdruck 


— 029; 
0=H-+2(n—1)(n — 2) 922 f=wm+ --- 


Hieraus folgt: Die Zahl der Schnittpunkte von f mit H, 
in einem Rückkehrpunkt von f beträgt 2. 4 = 8 oder: 

Satz 4. Jeder Rückkehrpunkt erniedrigt die Zahl der 
Wendepunkte um 8. 

Unter Berücksichtigung der Sätze (2) und (4) ergibt» 
sich gemäß dem in $ 5 abgeleiteten Satz der 

Satz 5. Die Zahl der Wendepunkte einer C, mit d 
Doppelpunkten und r Rückkehrpunkten beträgt 

w = 3 n(n — 2) — 6d — 8r. 

Damit haben wir eine weitere Plückersche Formel ge- 
wonnen (vgl. § 11). 

Hat die Grundkurve im Ursprung einen r-fachen 
Punkt, d. h. ist ihre Gleichung 
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so wird 
pr 3; Pr , 8 3 y) A 
dr ocn gr `” 5 
ie be er pr £ = porre: y) = 20 
= G Y `“ ET a K ey ie 
Öfr Er | 
in—r) 92 -+ ... (n—r) 55 +... fa-Na—r—) p, , ) . 


Der Grad der Glieder niederster Ordnung ist 

( — 2) ＋ (r = 2)+r=3r—4; also 
Satz 6. In einem r- fachen Punkt der Grundkurve 
hat die Hessesche Kurve einen (3r — 4)-fachen Punkt 


mit Tangenten, die im allgemeinen verschieden sind von 
den Tangenten der Grundkurve f. 


2. Abschnitt. 


Das Dualitätsprinzip in der analytischen Geo- 
metrie der Ebene. 


$ 7. Die Plückerschen Linienkoordinaten. 
1. Einführung der Linienkoordinaten. 

Das Dualitätsprinzip*) stellt Punkt und Gerade als 
gleichberechtigte Elemente einander gegenüber. Den 
Descartesschen Punktkoordinaten, bei denen der Punkt 
die Grundlage des Koordinatensystems bildet, entsprechen 
dualistisch die Plückerschen Linienkoordinaten mit der 
Geraden als Grundlage. 

Aus der allgemeinen Gleichung der Geraden 
(1) Ac+By+C=0 
folgt durch Division mit dem Absolutglied C, d. h. dem 
weder x noch y enthaltenden Glied 


A B P 
otro ti=0, 


oder, wenn gesetzt wird 


á B 
2 — 2 — . 
(2) C u, C v, 
(3) 2 ＋ 5 ＋ 1 O 


*) Über die a he Patwicktong des Dualitätsprinzips 
vgl. Beutel, Alg. K. I, S. 13. 
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Die Größen u und v entsprechen der Geraden 
A ＋ BY Y 

umkehrbar eindeutig und heigen nach Plücker die Koor- 
dinaten der Geraden Ar ＋ By+C=0 oder kurz 
„„Linienkoordinaten‘‘. Wie bei den Punktkoordinaten ein 
Punkt kurzerhand mit (x, y) bezeichnet wird, so heißen 
wir die Gerade (3) kurz die Gerade (u, v). 

Als Achsenabschnitte der Geraden (3) erhalten wir 


1 1 

auf der a- Achse (mit y = 0): p = — = —4 l 
a 1 C 
auf der y-Achse (mit & = 0): q = m on 


Somit haben wir als geometrische Deutung der Linien- 
koordinaten: Die Koordinaten einer Geraden sind die 
negativen, rexiproten Werte ihrer Achsenabschnitte. 


2. Allgemeine Gleichung in w und v. 

Jede Gleichung in Linienkoordinaten 
(5) g (u, v) =0, 
wo ꝙ eine stetige Funktion von u und v ist, stellt wegen 
der Willkürlichkeit einer der beiden Veränderlichen eine 
oo! Schar stetig aufeinander folgender Geraden dar, also 
eine Kurve als Umhüllungsgebilde einer veränderlichen Ge- 
raden. 

3. Gleichung in Achsenabschnitten. 
Da gemäß der Substitution 


die Größen u und v die negativen, reziproken Achsen- 
abschnitte der die Kurve umhüllenden Tangenten sind, 
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so läßt sich durch diese Substitution die Gleichung (5) 
auf die Form bringen 


„(AEX — = oder (Y, ) = O. 


Diese Gleichung ist zur tangentenweisen Berechnung 
der Kurve besonders geeignet. Zugleich ist ersichtlich, 
daß bei Anwendung von Linienkoordinaten die Aufgabe: 
„die Umhüllungskurve einer nach einem bestimmten Ge- 
setz sich bewegenden Geraden zu finden“, rein algebra- 
ischer Natur ist; für Punktkoordinaten ist dies eine 
Aufgabe der Differentialrechnung. 


4. Gleichung des Punkts, 


Die einfachste Gleichung in Linienkoordinaten ist 
eine in u und v lineare Gleichung, etwa in der Form 


su+ßev-+-y=0, oder, wenn 5 a, Ë ab ge- 
Y 


setzt wird 
(6) au +bv+1=0. 

Die Gleichung einer beliebigen Geraden (u, v), 

welche (6) befriedigt, ist nach (3) in Punktkoordinaten 
É uc+-vy+1=0. 

Diese Gerade geht aber gemäß (6) durch den Punkt 
(a, b). Somit stellt die Gleichung au+bv-+1=0 
alle Gerade, welche durch den Punkt (a, b) gehen, also 
den Punkt (a, b) dar und heißt Gleichung des Punkts 
a,b). 

a 21 in u und v lineare Gleichung «u+ßv+y=0 


stellt den Punkt (z, a dar. 
Y. y 


Faßt man in der Gleichung ugs tvy+1=0 
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Linien : 

Punkt | koordinaten auf, 

den Punkt (x, y) f 

die Gerade (u, v) der; oder: 
Die Gleichung ux + vy +1 = O ist die Bedingung 

für die vereinigte Lage des Punktes (x, y) und der Ge- 

raden (u, v) 


u und v 


; } als veränderliche 
4 und y 


so stellt die Gleichung 


5. Duale Gegenüberstellung von Gerade und Punkt, von 
Punkt- und Tangentenkurve. 


Auf Grund der eben gemachten Darlegungen können 
wir folgende Gebilde als einander dualistisch entsprechend 
gegenüberstellen: 
der Geraden den Punkt 
G=zaxe+ßy+y=0 | P=zeau+br-ce=(; 
dem Schnittpunkt zweier die Verbindungslinie zweier 
Geraden Punkte 
an F = di . 
G= Qat + 52 = F an ＋ bav = 
der Bedingung, daß drei die Bedingung, daß drei 
Gerade G1 = O, G = 0, Punkte FI = O, F. O, 
63 2 0 durch einen Punkt | P = auf einer Geraden 


gehen, | liegen, 
a Bi Y | 41 bc | 
aa Paya |= 0 | |a bs c 0 
%3 Ês Y i | az b % 
Das simultane System Das simultane System 
Gi 1 | Ss 22301 
G = O | F= 


stellt die » Schnittpunkte | stellt die n Tangenten vom 


$ 7. Die Plückerschen Linienkoordinaten. 


der Geraden G mit der 
Kurve / dar; fa (, 4) = 0 
ist also die Gleichung einer 
Kurve nter Ordnung. 


Durch das simultane | 


System 
end 


sind m-n Punkte in der 


Ebene dargestellt als ge- 
meinsame Punkte der bei- 


den Kurven mter und nter 
Ordnung fm und gn. 


Jede Kurve läßt sich in 


entweder 
als Inbegriff von oo! vielen, 
stetig aufeinanderfolgenden 
Punkten: Punkt- oder Ord- 
nungskurve 


33 
Punkt P an die Kurve On 


| 
| dar; 9, (u, v) = 0 ist also 
| 


die Gleichung einer Kurve 
nier Klasse. 


Durch das simultane 
| System 
$r (u, v) = 60 
una, 0) 0 

| sind m-n Gerade in der 
Ebene dargestellt als ge- 
meinsame Tangenten der 
beiden Kurven mter und 
nter Klasse Ym und Wy. 


doppelter Weise auffassen: 
oder 

als Inbegriff von oo! vielen, 

stetig aufeinanderfolgenden 

Geraden: Tangenten- oder 

Klassenkurve.. 


Die Ordnungszahl ist aber von der Klassenzahl im 


allgemeinen verschieden. 


Der Ordnung einer Kurve wird so die Klasse als 
gleichberechtigtes Element gegenübergestellt, und zugleich 
haben wir für den in $ 3 entwickelten Begriff der Klasse 
eine neue Grundlage gefunden. 

Diese beiden Auffassungen lassen sich nach Plücker 
in folgender Weise vereinigen: 

Eine ebene Kurve f entsteht, wenn auf einer Ge- 
raden t ein Punkt P stetig fortrückt, während die Ge- 
rade t gleichzeitig sich stetig um diesen Punkt dreht. 

Beutel, Algebraische Kurven IL 3 
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6. Homogene Koordinaten. 
Wie bei Punktkoordinaten, so lassen sich auch bei 
Linienkoordinaten homogene Koordinaten einführen. 
Der Geraden ax + ßy-+yo=0 mit den homo- 


genen Koordinaten K B, y oder den gewöhnlichen Koor- 
dinaten Ž ; 2 entspricht der Punkt au+bv+.cd=0 
mit den . Koordinaten a, | 57 6 oder den ge- 
wöhnlichen Koordinaten 3: = Wie die oo ferne Gerade 
durch = 0, so ist der Nullpunkt durch 0—0 dargestellt. 


§ 8. Spezielle Dualität in der Ebene. 
Stellen wir der Geraden | den Punkt 


„ G=ar+by+eo=0 | (#*) P=au+br+cHd=0 
gegenüber, so wird dadurch eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen den Punkten und Geraden der Ebene hergestellt. 
G ist nichts anderes als die Polare des Punktes P [mit 
den Punktkoordinaten (a, 5)] in bezug auf den imaginären 
Kreis 22 + y? + 1 = 0 oder, in der Form 
—as—by—1=0 

geschrieben, die Polare des Punktes (—a, —b) in bezug 
auf den reellen Kreis 2 + % —1 = 0. Wir haben also den 

Satz: Die zum Punkt P(a, b) in diesem speziellen 
Sinn dualistische, auch polarreziprok genannte Gerade p 
ist die Polare des Punkies P’(—a, —b) in bezug auf den 
Kreis 2 + y2 — 1 = 0 (s. Fig. 7). 

Damit läßt sich zu jeder (x, y)- oder Ordnungskurve 
die speziell dualistische, polarreziproke (u, v)- oder Klassen- 
kurve als Umhüllungsgebilde konstruieren. 

Mit dieser Dualität lassen sich aus bekannten Sätzen 
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or 


in Punktkoordinaten entsprechende in Linienkoordinaten 


gewinnen. 


Aus den beiden Gleichungen (*) und (**) folgt: 


Den drei Kardinalgeraden 


æ= O oder y-Achse 

= O oder x-Achse 

w =Q oder oo ferne 
Gerade 


8 
— 9 
Ser 

— 
=: 
2 8 
S 


die drei Kardinalpunkte 


| u= 0 oder oo ferner Punkt 


der x-Achse 
v oder oo ferner Punkt 

der /-Achse 
0=0 oder Nullpunkt. 


Fig. 

Die drei simultanen Sy- | 
steme | 
Ja (&, A | 

* = O0) j 

/n (& N, | 
y=0) | 

falt: Y, 5 0 | 
o= 0 | 


daa die u Schnittpunkte 
der Kurve mit den. drei 
Kardinalgeraden dar. 


nlu, v)= Zo falu, 20 0) 
u= =] 
n (U, v, = 
0=0 


stellen die n Tangenten an 
die Kurve von den drei 
Kardinalpunkten aus dar, 
d.h. die horizontalen, verti- 
kalen und Nullpunktstan- 
genten. 3* 
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In unserer speziellen Dualität entsprechen sich fern 
Asympioten, d. h. Tangenten Berührungspunkte auf 
in oo fernem Berührungs- raden durch den Nullpu! 


punkt. (Kurvenpunkte auf M 
' punkisiangenien). 
Daraus folgt weiter: 
Das simultane System | Das simultane Syst 
(T J 00 = 0 Prl, v, 57 0 
Top | 
ô w | 


liefert die Berühr. unyapunkie | liefert die FM. ( 


der Nullpunkisiangenien ge | Kurve nter Klasse p = 
Kurve nter Ordnung f= 0 


§ 9. Übergang von Punktkoordinaten zu Linie 
koordinaten und umgekehrt. 

Zu einer Kurve im Plückerschen Sinn (vgl. S.33) ; 
hören zwei Gleichungen, eine in Punkt- und eine in Linie 
koordinaten. Ist die Kurve als Ordnungskurve durch ei 
Gleichung in Punktkoordinaten gegeben, so erscheint 
häufig wünschenswert, daraus ihre Gleichung als Klasse 
kurve in Linienkoordinaten abzuleiten und umgekehrt. 

Wir machen zunächst den Übergang von Punkt- 
Linienkoordinaten, suchen also die Gleichung, welcher 
Koordinaten (wu, v) einer beliebigen Tangente der O1 
nungskurve f(x, y) = 0 genügen. 

Für die Ordnungskurve f(x, y) = O, homogen 


fE, y, w)=0 
lautet die Gleichung der nr im Punkt 1 Y Y d 
af o aTi 
-0=0. 


+ 55 y 1 
Pi ey, eo, 


$ 9. Übergang von Punktkoordinaten zu Linienkoord. 


Hieraus ergeben sich durch Identifizierung mii 
Gleichung 
(1) ug +-vy+0o=0 
unter Weglassung der Indizes mit œw = 1 und # 
die beiden Systeme von Gleichungen 


ôf êf 
* Ba e ga 
ôf 57 
(2a) Pr, bzw. wen, 
„ PR... 
.. 0w 60 
FSC, ) = O, ucs+vy+1=0 


Die gesuchte u, v- Gleichung der gegebenen Ordnu 
kurve erhalten wir dann durch Elimination von , 4 
aus dem System (2a), bzw. (2b). Die Elimination der 
Größen x, y, o kann zuweilen recht schwierig wer 
während zwei, z.B. y und g, sich relativ leicht el 
nieren lassen. Dann erhält man die Gleichung der Kı 
in Parameterform 


u= g(a) 7 =- 
; hieraus 1 Éi 


zur punktweisen Berechnung der Kurventangente si 
Berührungspunkt für jedes willkürlich angenommene 
Der Übergang von Linienkoordinaten auf Punktkooi 
naten wird auf Grund ganz ähnlicher Überlegungen 
werkstelligt. 
Aus der gegebenen Gleichung der Klassenkurve 
glu, Y) = O 
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oder homogen ꝙ (u, v, O) = Q folgt für die Gleichung des 
Berührungspunkts der Tangente (u, v, 0) 
= u+ se v+ ee 9=0. 
Durch Identifizierung dieser Gleichung mit 
uc+vy+09=0 
erhalten wir die beiden Systeme von Gleichungen 


eo eo 
eg ern 
Ra =f 
(8a) % = -Fo bzw. ey= au‘. (8b) 
do % 
230 e= 0 
pu, * = uc+vy+1=0 


Eliminieren wir hieraus die Größen u, v, , so er- 
halten wir die gesuchte (x, y)- Gleichung der gegebenen 
Klassenkurve. 

Die Schwierigkeiten, welche die Elimination mit sich 
bringen kann, lassen sich zuweilen auf folgende Weise 
zum Teil umgehen. 

Ist (1) ve + vy +1-oœ = 0 eine beliebige Gerade, 
so ergeben sich deren Schnittpunkte mit der Kurve 
FG, Yy, ©) = 0 ans dem System 
(3) | TE, y, = 

uce—-vy+lo=ß. 


Soll nun die Gerade (1) Tangente der Kurve sein, 
so muß die Eliminante des Systems (3) z. B. in x eine 
Doppelwurzel haben. Da man zur Bestimmung der Schnitt- 
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punkte einer Geraden mit einer Kurve sowohl x, als y, 
als œ eliminieren kann, so gilt der dreifache 
Satz. Hliminiert man aus dem System 
FG, y, w) = 
uc-vy+to=0 
so daß die Resultanie die Gleichung hat 


entweder x oder y oder œ, 


py, 0-0 
Y (£, w) = 0 7 
J, 270 0 


so erhalten wir die u, v- Gleichung der Kurve 
FG ©) =) 
durch Bildung der Diskriminante der Funktion 


PY, w) 
yz, w), 
xE, y) 
also durch Elimination von 
op op 
y aus u und a 0 
3 6 
Ade Jar = 0 und 32 = 0 
ana 2 ôy 
*, y ms Fe =0 und 92 — 0 


1. Beispiel. Für die Kurve dritter Ordnung 
, Y, 0) = + = 
soll die Gleichung in Linienkoordinaten aufgestellt werden. 
Eliminiert man aus der gegebenen Gleichung 
* + % — . 0 
und aus „ ER 
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die Größe w, so kommt nach leichter Umformung 
ze (1— u) — 2urdy— e * ＋ % = O 


2 7 2 2 r 2 gy2 — 
g = 3 (1 % — 4% — iy = 0 
ôx 2 2 p 

gy MrR 2 ＋ 3y =0 


erhalten wir (o ist Proportionalitätsfaktor) 
o x? = — 2 v (6 u + v’) 

o xy = 2 u, + 9u? — 9 
o y? = —2 v? (u? +3). 

Hieraus ergibt sich, da (o æ y)? = o x? - ọ y? ist, als ge- 

suchte Gleichung 
(2u v? + 9u? — 9} 4 (6 u + vu? + 3) 
oder nach einiger Umformung 
4 oè ( — o — 9 u) + 27 ( —1} 0 

Die gegebene Kurve dritter Ordnung ist also von der 
sechsten Klasse, in Übereinstimmung mit der ersten Plücker- 
schen Formel 

k =n (n—1)—24— 8r, 
da in unserem Fall n=3, d=0, r=0 ist, was eine ein- 
fache Diskussion der Kurve sofort darlegt. 

2. Beispiel. Die Kurve dritter Ordnung z? + x? — 97 2 0 
hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit den beiden Medianen 
æ+ , = als Tangenten. Gemäß der eben erwähnten For- 
mel (d =I) wird ihre Klasse k=3-2—2=4. Dies be- 
stätigt uns folgende Rechnung. Aus 

* ＋ (x° — y) o = 0 
und ue+vVy+1l-o=0 
folgt durch Elimination von œw die Gleichung 
1 = (u —1) + o y— ugry = 
Aus den beiden Gleichungen 


S- 2 — 9%. 0 


eve = 2 ö — 3%. =0 
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ergibt sich 
o xX? = —2 (u? +30) 
o xy = v (8 u — 9) 
o y? = — 2 (3 u? + v? — 3 u) . 
Damit kommt als gesuchte Gleichung 
v? (8 u — 9) = 4 (u? + 30°) (3 u? + v? — 3 u) 
oder 4 (u? — v) = 4u? — 36 uv? + 270°, 
also eine Kurve vierter Klasse. 
3. Beispiel. Die Kurve dritter Ordnung (Rückkehrparabel) 
f 7 y) =y? — x? = 0 hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt 
mit y = O als Rückkehrtangente. Für ihre Klasse erhalten 
wir daher aus der ersten Plückerschen Formel mit r = 1 


k=3.2— 3 =3, 
was durch folgende Rechnung bestätigt wird. Aus 
yY =æ oder y =x) 
und 21 ＋ / ＋ 12 0 
folgt durch Elimination von x 
ızus+veh+1l=0. 
Hieraus 


Die Elimination von æ aus den beiden letzten Gleichungen 
liefert 


plu, e u0 oder v 


eine Kurve dritter Klasse. Aus der Form von ø ist ersicht- 
lich, daß die Kurvengleichung in Punktkoordinaten bis auf 
einen konstanten Faktor identisch ist mit der Gleichung der 
Kurve in Linienkoordinaten. 


§ 10. Singularitäten bei Ordnungs- wi 
Klassenkurven. 
Wie wir in $ 7 gesehen haben, läßt sich jede Kurve 
in doppelter Weise auffassen: entweder als geometrischen 
Ort eines sich bewegenden Punkts (Punktgebilde, Ord- 
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nungskurve) oder einer sich bewegenden Geraden (Tan- 
gentengebilde, Klassenkurve). Während nun Ordnungs- 
und Klassenzahl allgemeine Eigenschaften einer Kurve 
sind und jeder Kurve zukommen, hat eine Kurve nur dann 
singuläre Eigenschaften, wenn zwischen den Koeffizienten 
ihrer Gleichung bestimmte Relationen vorhanden sind.. 

Als Singularitäien im weiteren Sinn bezeichnet man 
vielfache Punkte und vielfache Tangenien, Stillstands- oder 
stationäre Punkte und Stillstunds- oder stationäre Tan- 
genin. 

Die einfachsten Fälle dieser Punkte und Tangenten 
sind die elementaren Singularitäten und zwar 

1. der Doppelpunkt, 3. die Doppeltangente, 

2. der Wendepunkt, 4. die Rückkehriangente. 

Doppelpunkt bzw. Doppeltangente können reell oder 
isoliert sein; wir haben also im ganzen sechs elementare 
Singularitäten. Alle übrigen Singularitäten werden höhere 
Singularitäien genannt. Das Singuläre oder Besondere 
an diesen Punkten und Tangenten besteht darin, daß sie 
entweder dieselbe Lage wiederholt einnehmen (Doppel- 
punkt und Doppeltangente) oder daß in ihrer Bewegungs- 
richtung ein momentaner Stillstand eintritt (Wendepunkt 
und Rückkehrtangente). 

Je nachdem wir eine Kurve betrachten als 

Punktgebilde (Ordnungskurve) 
oder als 
Tangentengebilde (Klassenkurve), 

erhalten wir folgende dualistische Gegenüberstellungen: 

Der Doppelpunkt ist ein | Die Doppeltangente ist 
Kurvenpunkt, der zwei ver- eine Kurventangente, die 
schiedenen Kurvenzweigen | zwei verschiedenen Kurven- 
gemeinsam ist, oder ein zweigen gemeinsam ist, oder 
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Kurvenpunkt, in dem zwei 
verschiedene Tangenten 
vorhanden sind. 

Sind die beiden Tan- 
genten 

reell 

imaginär konjugiert 

so erhalten wir einen 


eine Kurventangente, auf 
der zwei verschiedene Be- 
rührungspunkte liegen. 

Sind die beiden Berüh- 
rungspunkte 

reell 

imaginär EEE... 

so erhalten wir eine 


5 Doppel- 


gewöhnliche] Doppel- 
isolierten Punkt. 


isolierte tangente. 


Den isolierten Punkt können wir als unendlich kleines 
Oval oder als unendlich kleine Ellipse mit bestimmter 
Achsenrichtung betrachten; denn jede durch ihn gehende 
Gerade hat mit ihm zwei Schnittpunkte gemein. 

Jenachdem die Berührungspunkte einer Doppeltangente 
auf demselben Kurvenzug liegen, bzw. beide imaginär 
konjugiert sind oder auf zwei verschiedenen Kurvenzügen 
liegen, unterscheidet man nach Zeuthen“ Doppeltangenten 
erster Art und Doppeliangenten zweiter Art (Fig. 8). So 
hat z. B. die Kurve vierter Ordnung (b) der Fig. 31 vier 


*) Zeuthen, „Sur les différentes formes des courbes planes 
du 4ième ordre“, Math. Annalen, Band 7, S. 410—432. 
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Doppeltangenten erster Art und 24 Doppeltangenten 
zweiter Art. 

Kurvenzüge ohne reelle Doppeltangenten nennt Zeu- 
then Ovale; Kurvenzüge mit 1, 2, 3 oder 4 Doppel- 
tangenten erster Art nennt er Unifolia, Bi-, Tri- oder 
Quadrifolia (vgl. S. 93). 

Wie aus Fig. 8 ersichtlich, bedingt jede Doppeltangente 
erster Art das Auftreten von zwei Wendepunkten. So ist 
2. B. der reelle Kurvenzug der Fig. 9a ein Quadrifolium 
und hat deshalb 4-2 = 8 Wendepunkte. Dagegen be- 
steht z. B. die Kurve (z2 — 4} + (y2 — 2)2 = 1 aus 
vier Ovalen. 

Die dualistische Gegenüberstellung von Wendepunkt 
und Rückkehrtangente liefert uns das weitere Ergebnis: 


Der Wendepunkt ist ein | Die Rückkehriangente 
Kurvenpunkt, in dem sich | ist eine Kurventangente, in 
der Drehungssinn einer sich | dersich dieFortschreitungs- 
bewegenden Kurventan- richtung eines sich bewegen- 
gente ändert. den Kurvenpunkts ändert. 


Vom dualistischen Standpunkt aus sind Wendepunkt 
und Doppeltangente bei Ordnungskurven gewöhn- 
liche“) Vorkommnisse, bei Klassenkurven Singu- 
laritäten im eigentlichen Sinn; ebenso sind Rückkehr- 
tangente und Doppelpunkt bei Ordnungskurven 
eigentliche Singularitäten, bei Klassenkurven 
gewöhnliche Vorkommnisse (vgl. hiezu die Fig. 9 
bis 11). 

Bei der speziellen Dualität in $ 8 entsprechen sich 
der Nullpunkt und die unendlich ferne Gerade. Nun haben 
die binomischen Kurven von der Form / = zê ($ > ) 


*) d. h. auch wenn zwischen den Koeffizienten der 
Kurvengleichung keine Relationen bestehen. 
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ihre.sämtlichen singulären Punkte im Ursprung und im 
unendlich fernen Punkt der / Achse = 0, œ = 0). 
Wie eine einfache Rechnung analog der auf S. 41 aus- 
geführten zeigt, hat die Kurve mit der Gleichung / = gê 
in Punktkoordinaten die Gleichung 

ee (5) 
oder v* = konst. u in Linienkoordinaten. 

Zur Untersuchung der Liniensingularitäten können 
wir uns also auf die in Alg. K. I § 6 gefundenen Er- 
gebnisse stützen: Die Liniensingularitä der Kurve 
v* = uł im Ursprung entspricht der Punktsingularität 
der Kurve y* = zf auf der unendlich fernen Geraden 
und umgekehrt: die speziell dualistischen Kurven 

= und v = uf 
sind also Kurven vom selben Typus. 

Durch Vergleichung der beiden speziell dualistischen 
Parabeln dritten Grads 
(1) yo? =$ und 2 = (2) 
folgt: Dem Ursprung (= 0, y = 0), der für die Ordt 
nungskurve (1) Wendepunkt ist (Symbol [y, x3]) , entsprich- 
die unendlich ferne Gerade (u = 0 , v = 0), (Symbol 
[v , %]). Diese aber ist, wie wir aus (1) entnehmen 
dürfen — die beiden Gleichungen (1) und (2) stellen ja 
denselben Kurventypus dar — Rückkehrtangente der 
Kurve (2) (Symbol [ch, ). Ferner entspricht derunend- 
lich fernen Geraden w = O, die für (1) Rückkehrtangente 
ist, der Nullpunkt in (2) (Symbol [92, 2). Dieser ist 
aber ein Wendepunkt, wie wir eben gesehen haben. -Wir 
haben also wieder folgende duale Gegenüberstellung: 

Wendepunkt Rückkehrtangente 
Rückkehrpunkt Wendetangente. 
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Genau dasselbe würde sich aus den beiden Kurven 
yw =z? und #4=u 
ergeben. 

Durch Ausdehnung dieser Schlußweise auf die in 
Alg. K. I. § 6 behandelten binomischen Kurven erhalten 
wir folgende dualistische Gegenüberstellung: 

Punktkoordinaten Linienkoordinaten 
Symbol Singularitat 
in [z.y] 


Symbol | 


in ſu, v] 


1,2 

1, 3] 

[2, 3] | Wendetangente 

[2, 2] | Doppeltangente 

[1, 4] | Spitztangente 

[2, 4] | Selbstberührungs- 
| tangente 

[3, 44 Flachtangente 

[3, 3] dreifache Tangente 
| usw. 


Singularität 


Ovaltangente 
Rückk 


[2, 4] | Selbstberührungs- 
punkt 
3,4 | Spitzpunkt 
BB, 3] dreifacher Punkt 
usw. 


Zur Erläuterung des dualistischen Entsprechens von 
Ordnungs- und Klassenkurven sollen die Fig. 9, 10 und 
11 dienen, in welchen duale Kurvenelemente durch gleiche 
Ziffern gekennzeichnet sind. Um die Klassenkurven zu 
diskutieren, kann man die von Reuschle (vgl. Alg. 
K. I. S. 15, Anm.) ersonnene Methode anwenden — auf 
die näher einzugehen uns leider der Mangel an Raum 
verbietet — oder die Kurven tangentenweise aufzeichnen. 
Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, die gegebene Kurven- 
gleichung (in u und 2) in die Gleichung in Achsen- 
abschnitten mittels der Substitution 

4 1 
p= „ Ea 
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überzuführen und aus letzterer Gleichung die Kurve tan- 
gentenweise zu berechnen. 
Fig. 9a stellt die Kurve vierter Ordnung 
. yt = a? + y? 


oder 


2 +72) 14 14 
er) ee) 


dar. Diese hat vier Doppeltangenten erster Art 


N u.) W E : 


2 


Fig. 9a. Fig. 9b. 


acht reelle Wendepunkte und den Ursprung als isolierten 
(Selbstberührungs-)Punkt. 

Fig. 9b stellt die speziell dualistische Kurve vierter 
Klasse 

ut + tt =u? . ＋ 92 

dar mit vier Doppelpunkten, acht Rückkehrtangenten und 
der unendlich fernen Geraden als isolierter Doppel- 
tangente*). 

*) Die Klassenkurve Fig. 9b besteht aus vier „Steig- 
bügeln“. Solche Steigbügel, bestehend aus einem Kurvenzug 


mit einem Doppel- und zwei Rückkehrpunkten, kommen bei 
Kurven vierter Klasse häufig vor. 


48 
Die Kurve dritter Ord- 
nung (Fig. 10a) 
z3 ＋ % — 4 0 
hat drei reelle Wendepunkte, 


von denen einer (7) die un- 


endlich ferne Gerade als 
Wendetangente hat, und 
ein durch den Nullpunkt 
gehendes Oval (1234). 


f, 

N i 
N 
i 
i 
6 
ö 
ö 
i 
I 


6 


i 
1 
+ 
l 
i 
1 
1 
i 
1 
1 
„ 
3 
1 
1 


' LILY -E O 
; hy 
Fig. 10. 

Die Kurve dritter Ord- 
nung (Fig. 11a) 

z? — r 2 — 1 0 

hat drei reelle Wendepunkte, 
von denen einer (1) o =0 
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Die Kurve dritter Klasse 

| (Fig. 10b) 
| u3 +v —u=0 
| hat drei reelle Rückkehr- 

tangenten, von denen eine(7) 
| den Ursprung als Rückkehr- 
| punkt hat und ein die un- 
endlich ferne Gerade be- 
| rührendes Oval (1234). 


At 


Fig. 10b. 


Die Kurve dritter Klasse 


(Eig. 11b) 


2 — u +e — 1 0 


bat drei reelle Rückkehr- 


tangenten, von denen eine 
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als Tangente hat, und be- | den Nullpunkt als Be- 
sitzt zwei Tangenten durch , rührungspunkt hat, und be- 
den Nullpunkt. | sitzt zwei Kurvenpunkte 
auf der unendlich fernen 
Geraden, also zwei Asym- 
ptoten. 


Fig. 11a. Fig. 11 b. 


$ 11. Plückersche Formeln. 


Bezeichnet für eine Kurve n die Ordnung, k die 
Klasse, w die Zahl der Wendepunkte, r die Zahl der 
Rückhkehrpunkte, d die Zahl der Doppelpunkte und t die 
der Doppeltangenten, so ist zunächst nach Satz 5 der 88 4 
und 6, wenn sonst keine Singularitäten vorhanden sind, 


(1) * n — 1) - 2d — 31, 
(2) w 3 u (n — 2) 6d — 8r. 


Aus diesen beiden von Plücker zuerst aufgestellten 
Formeln ergeben sich durch dualistische Übertragung so- 
fort die weiteren Formeln 


Beutel, Algebraische Kurven IL 4 
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(3) n=k(k—1)—-2:t—3w, 
(4) r=3k(k— 2)—6t— 8w. 

Von diesen vier Gleichungen sind nur drei von- 
einander unabhängig; Gleichung (4) erhält man nämlich 
durch Multiplikation der drei ersten Gleichungen mit 
bzw. 3, — 1, 3 und Addition derselben. 

Durch Elimination lassen sich aus ihnen weitere 
Formeln erhalten. Eliminiert man d aus (1) und (2), so 


ergibt sich 

(5) r—u=3(n—h.: 

Durch Elimination von w und r aus (2), (3) und (4) kommt 
(6) 2 (t d) = (k — n)(k + n — 9) 


Diese sechs Gleichungen heißen Plückersche Formeln; 
in ihnen wird zwischen reellen und imaginären Singu- 
laritäten kein Unterschied gemacht. 


§ 12. Geschlecht; rationale Kurven. 


Clebsch und Gordan haben in ihrer Theorie der 
Abelschen Funktionen eine neue für jede Kurve charak- 
teristische Größe eingeführt, das Geschlecht. 

Gemäß Satz (3) von § 4 ist ein r-facher Punkt äqui- 


— 1 
valent er Doppelpunkten. Da eine C höchstens 


einen (n — 1) fachen Punkt besitzt, so kann sie höchstens 
4 (n — 1)(n — 2) Doppelpunkte haben. 

So hat eine C höchstens 1, eine C, höchstens 
3 Doppelpunkte (vgl. S. 91). 

Man bezeichnet nun als Geschlecht p oder nach Cayley 
Defekt (deficiency) den Überschuß der möglichen Doppel- 
punkte einer C. über die wirklich vorhandene Anzahl 
derselben, setzt also 

p=}4(n—1)(n— 2}—d—r. 
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Um p in den übrigen Größen auszudrücken, welche 
in den Plückerschen Formeln vorkommen, verfahren wir 
folgendermaßen. Durch Subtraktion der Gleichungen (1) 
und (3) des $ 11 ergibt sich 

n? — k? = 2 (d — i) + 3 (r — w). 

Nun können wir mit Benützung der Gleichungen (5) 

urd (6) des § 11 schreiben: 


$ (n — 1) — 2) — 4 (k — 1)(k — 2) 

= 4 [2 — 1 — 3 (n — h. = (d — i) + (r — w), 
woraus 
4(n—1)(n— 2)—d—r =4(k—1)(k—2)—i—w=p. 

Hieraus ersehen wir, daß jede Kurve mit ihrer speziell 
dualistischen (oder reziproken) Kurve vom selben Ge- 
schlecht ist. Mit dieser Gleichung und den Formeln (1) 
und (3) von § 11 findet man das Gleichungssystem: 


{n(n — 3) — 2 (d ＋ 7) 
4E — 3) — 2 (t + w) 
EREE 
k+r—2n, 
aus welchem leicht umgekehrt die sechs Plückerschen 


Formeln des § 11 abgeleitet werden können. 
Besonderes Interesse bieten diejenigen Kurven, deren 


Geschlecht p = O ist, die also die Höchstzahl (n—1)(n—2) 


2 
von Doppelpunkten besitzen. 
Es läßt sich zeigen*), daß die Koordinaten jedes 
Punktes einer solchen Kurve als rationale Funktionen 


) Vgl. Mieleitner, Algebr. Kurven, S. 71ff. 


n 


4 * 
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eines Parameters å darstellbar sind. Man nennt deshalb 
diese Kurven rationale Kurven. 

So ergibt sich z. B. für eine C, mit Doppelpunkt im 
Ursprung, d. h. für eine rationale Cz die rationale Para- 
meterdarstellung, wenn man durch den Doppelpunkt ein 
Geradenbüschel y = 4x legt und aus dieser Gleichung 
und derjenigen der C, die eine Veränderliche eliminiert. 
Für das Descartessche Blatt z. B. 

z? — y’=3ary 
erhält man mit 
9 = A 
die Parameterdarstellung 
344 
5 IH 
| 3472 
EET. 
Alle Cp, die einen (n — 1)-fachen Punkt besitzen, 


sind rationale Kurven. Liegt der (n — 1)-fache Punkt 


im Ursprung, so gibt wieder y = I die rationale Para- 
meterdarstellung der Kurve. 


3. Abschnitt. 
Höhere Singularitäten. 


§ 13. Begriff der höheren Singularität. 


Wie wir schon in $ 10 angemerkt haben, verstehen 
wir unter höheren Singularitäten alle singulären Punkte 
und Tangenten, die keine Doppelpunkte. Wendepunkte, 
Doppeltangenten oder Rückkehrtangenten sind. 

Cayley hat zuerst gezeigt, daß jede höhere Singulari- 
tät in bestimmier eindeutiger Weise einer gewissen Anzahl 
elementarer Singularitäten äquivalent ist. 

Höhere Sıngularitäten kommen erst bei Kurven vier- 
ter Ordnung vor, bei denen ja auch die Doppeltangente 
erstmals auftritt. Da eine solche mit der Kurve minde- 
stens vier Schnittpunkte haben muß, so ist ohne weiteres 
ersichtlich, daß bei den Kurven dritter Ordnung Doppel- 
tangenten nicht vorkommen können. Die bei den CO, 
möglichen Arten von höheren Singularitäten finden sich 
in $ 19 zusammengestellt. 

Nach Cayley lassen sich die höheren Singularitäten 
in vier Hauptarten einteilen, die durch folgende symbo- 
lische Ausdrücke bezeichnet werden können: 

1. Ein Punkt, eine Tangente, ein Zweig. 

Beispiele: Flachpunkt, Wendeflachpunkt. 

2. Ein Punkt, eine Tangente, mehrere Zweige. 


Beispiele: Selbstberührungspunkt, Schnabelspitze, Rück- 
kehrfiachpunkt. 
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3. Ein Punkt, mehrere Tangenten, mehrere Zweige. 

Beispiele: Dreifacher Punkt, n-facher Punkt. 

4. Mehrere Punkte, eine Tangente, mehrere Zweige. 

Beispiele: Dreifache Tangente, n-fache Tangente. 

a) Die Kurve (y? — 4) + x° (x°? — 3) = 0 (Fig. 12) hat 
die Geraden y +2 = 0 als dreifache Tangenten, deren drei 


N= 


Fig. 12. 


Berührungspunkte im Schnitt mit den Geraden = O, 
z=+YJ3 liegen. 
b) Die Kurve ( — 2) +? — 4% —1)}=0 (Alg. 


K. I, S. 61ff.) hat die Geraden x = +2 ebenfalls als drei- 
fache Tangenten. 


§ 14. Auflösung der höheren Singularitäten. 


Schon bei den binomischen Kurven vierter und höherer 
Ordnung treten höhere Singularitäten auf. Wollen wir für 


§ 14. Auflösung der höheren Singularitäten. 55 


eine der dort vorkommenden höheren Singularität die 
aquivalenten elementaren Singularitäten suchen, so können 
wir dies in folgender Weise bewerkstelligen. 

Wir führen in der Gleichung der Kurve, deren höhere 
Singularität im Ursprung liegen soll, eine oder auch 
mehrere kleine, konstante Größen ei, &, ... derart ein, 
daß für ei = e = 0 die neue Kurvengleichung 


FEC, Y, e 8&)= 0 

die ursprüngliche Form F (, y) = 0 der Kurvengleichung 
wieder annimmt und daß die Gleichung f(z, Y, ei, e) = 0 
eine Kurve darstellt, welche keine höhere Singularität 
mehr besitzt. Diese Kurve nennen wir nach Brill die 
penultimate Kurve; in ihr ist die höhere Singularität in 
ihre äquivalenten elementaren Singularitäten zerlegt, so 
daß diese nicht mehr bei- oder ineinander, sondern neben- 
einander liegen. Aus ihr kann die höhere Singularität 
mit & = e = O erzeugt werden. 

Wie die folgenden Beispiele zeigen, ist in ein- 
facheren Fällen ohne weitere Rechnung die Singularität 
auflösbar. Dieses von uns angewandte Verfahren darf 
aber nur mit der nötigen Vorsicht benützt werden, wenn 
es nicht zu falschen Schlüssen führen soll 

Eine genaue Methode, die wissenschaftliche Strenge 
mit leichter Anwendbarkeit verbindet, hat Brill ange- 
geben. Leider verbietet es uns der Raum, auf sie näher 
einzugehen, und wir müssen uns deshalb darauf be- 
schränken, den Leser, der sich hierüber genauer unter- 
richten will, auf die in den Math. Annalen, Bd. 1 6, S. 348 ff. 
stehende Abhandlung hinzuweisen. 

1. Beispiel. Die Kurve (Fig. 13) 

y =T" (x? —e) oder y =x? (x — s} (x + £) 
hat für e=0 einen Flachpunki. Da diese Kurve, wie 
Fig. 13 zeigt, in der Nähe des Ursprungs eine Doppeltangente 
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und zwei Wendepunkte besitzt, so ist der Flachpunkt äqui- 
valent einer Doppeliangente und zwei Wendepunkten. Durch 
dualistische Übertragung (vgl. S. 46) ergibt sich hieraus: 
Der Spitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der Kurve y? = xt — 
ist einem Doppelpunkt und zwei Rückkehrpunkten äquivalent. 

2. Beispiel. Für e =£: = 0 hat die Kurve (Fig. 14) 

y = x (x? — ei) & — E 

einen Wendeflachpunkt. In der Nähe des Ursprungs hat die 
Kurve drei Wendepunkte und drei Doppeltangenten, d. h. der 


DT, 


& 


Fig. 13. 


Wendeflachpunkt ist äquiralent drei Wendepunkten und drei 
Doppeltangenten. Die dualistische Übertragung ergibt: 

Der Rückkehrspitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der 
Kurve „Y=x° — ist äquivalent drei Rückkehrpunkten und 
drei Doppelpunkten, oder anders ausgedrückt: l 

Der Rückkehrspitzpunkt entsteht durch Zusammenfallen 
von drei Rückkehr- und drei Doppelpunkten. j 

3. Beispiel. Bekanntlich bat die Kurve 

y = 42 + * 2 
im Ursprung eine Schnabelspitze (vgl. Alg. K. I, S. 66, Fig. 33). 
Schreiben wir die Gleichung der Kurve in der Form 
y — K* =. r, 
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so sehen wir, daß im Ursprung ein Doppelpunkt und ein 
Rückkehrpunkt liegt. Wir trennen die in der Gleichung qua- 
dratisch auftretende Parabel y — x? = 0 in zwei Parabeln 
[y — x (x — z) [y — (1 + £2) æ (Œ — eil. 
Beide Parabeln gehen durch den Ursprung und durch den 
g= i 
Punkt [ j= 0 Lassen wir nun durch diesen Punkt die Ge- 


rade & = s (an Stelle von x= 0) gehen, so lautet die Glei- 
chung der Kurve 


6) [y — — s) ly — (1 + £) x (Œ — s )] = £? (x — z} . 


Fig. 15. 


In Fig. 15 ist die penultimate Kurve () dargestellt mit 
ei =lem, e = 4cm ; sie zeigt die Auflösung der Schnabel- 
spitze in einen Doppelpunkt, einen BRückkehrpunkt, einen 
Wendepunkt und eine Doppeltangente. 


4. Abschnitt. 
Kurven dritter Ordnung. 


$ 15. Die Kurvengleichung. 
I. Die allgemeine Gleichung. 

Für die nichtzerfallenden Kurven dritter Ordnung 
erhalten wir aus den Plückerschen Formeln folgende 
Tabelle, worin bei den Singularitäten zwischen reell und 
imaginär kein Unterschied gemacht wird: 


1 . 


w | r 
9 DE 
3 0 


Für zerfallende Cs haben die Plückerschen Formeln 
keine Geltung. Zerfällt eine C, in eine C; und eine Ge- 
rade, so hat die Kurve d = 2 Doppelpunkte. Zerfällt die 
C, in drei Gerade, so wird d = 3. Für diese Zahl von 
Doppelpunkten liefert die Gleichung (2) S.49 mit r = 0 
eine negative Zahl von Wendepunkten. 

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daß jede C, minde- 
stens einen reellen Wendepunkt hat, da imaginäre Wende- 
punkte paarweise konjugiert auftreten müssen. 

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung 


(423+ By +0sy?+ Dy) + (Er + Fryt Gy?) 
+Xz+J)+K=0 
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hat 4 + 3 -+ 2 - 1 = 10 Glieder, also, da mit einem 
Koeffizienten, z. B. Æ dividiert werden kann, 10 — 1 = 9 
unabhängige Koeffizienten*). Hat eine Kurve einen Dop- 
pelpunkt, so besteht eine, hat sie einen Rückkehrpunkt, 
so bestehen zwei Bedingungsgleichungen zwischen den 
Koeffizienten, von denen dann nur noch 8 bzw. 7 unab- 
hängig sind. 

Durch neun gegebene Punkte läßt sich im allgemeinen 
eine C, legen; denn die neun gegebenen Punkte liefern 
ebenso viele lineare Gleichungen (durch Einsetzen ihrer 
Werte in die allgemeine Kurvengleichung) zur Bestim- 
mung der neun Koeffizienten. 


II. Piückers symbolische Gleichungsformen. 

Sind G = O0, G1 = O, 6 = 0, 63 = 0 die Glei- 
chungen von vier Geraden, und ist J ein konstanter Faktor, 
so kann nach Plücker die Gleichung einer Kurve dritter 
Ordnung in einer der drei Formen geschrieben werden: 


(1) G C. C +16 =0, 
(2) 61 CG 10 = 0, 
(3) . G 0 


Die Gleichung (1) heißt Asymptotengleichung der C, 
vel@=0,%=0,@,=0 ihre Asymptoten sind. 


) Allgemein: Die Gleichung einer C. läßt sich in der 
Form schreiben: a 


fa, Y) = Fo &, Y) + Pa (£, Y) + Pa (8, Y) + - -- + Pny) = 
Die Zahl ihrer Glieder beträgt also 


1+2+3# ..- +a+D-Im+Dm+2 
und die Zahl ihrer unabhängigen Koeffizienten 


2 
26 D ) — 1 ee 
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Dies folgt sofort aus der homogenen Form der Kurven- 
gleichung: 
(1*) F == Ci Ci G AU ο = 

Die Schnittpunkte der drei Asymptoten mit der 
Kurve f = 0 liegen auf der Geraden @ = 0 ; diese wird 
die „Begleiterin; der unendlich fernen Geraden w = Q 
genannt. Die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung 
mit drei reellen, bzw. einer reellen und zwei imaginär 
konjugierten Asymptoten läßt sich folgendermaßen anf 
die Form (1) bringen: 

Man ermittelt der Reihe nach die Asymptoten G, = O, 
62 = 0, 6. = 0, worauf sich durch Koeffizientenverglei- 
chung der Ausdrücke F und G, · G - G +46 die Form (1) 
auf eine einzige Art ergibt. 

Auf diese Form der Kurvengleichung, also auf das 
Verhalten der Kurve dritter Ordnung im Unendlichen, 
Speziell hinsichtlich ihrer Asymptoten, gründet Plücker 
(System der analytischen Geometrie, 1835) seine Ein- 
teilung der C; . 

Die Gleichung 
(2) 61 G G + 462 
stellt eine Kurve dritter Ordnung dar mit den Tangenten 
G, = 0, G&G = 0, G; = 0, deren Berührungspunkte auf 
der Geraden @ = 0 liegen. Aus der homogenen Form 
(2*) Gi C G ＋ A6 = 0 
folgt, daß die Tangenten CI = O, Ga = 0, G = 0 par- 
alle] zu den Asymptoten laufen. 

Um die Gleichung einer Cs in diese Form zu bringen, 
bestimmt man die drei Geraden parallel zu den Asym- 
ptoten durch den Nullpunkt = O, 6, = O, G“, = 0 
(vgl. Alg. K. I, S. 87). Setzt man nun Gi = @ + pi 
G = G, + Pa, Ga = G“, + p, so erhält man durch. 
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Koeffizientenvergleichung der Ausdrücke f und 6,6, @, 
+i@,wG@=az-+ßy-+y, zur Bestimmung ‚der 
sieben unbekannten Größen Pia Pay Par & 5, 5; 
sechs Gleichungen, da G’ G” G, gleich dem Ma 
der vier Glieder dritten Grads der Kurvengleichung ist. 
Diese Gleichungen gestatten, sechs der Unbekannten zu 
bestimmen; es läßt sich also eine C, auf unendlich viele 
Arten in die Gleichungsform (2) bringen. 

Aus der Gleichung 
(3) RR ＋ 1035 
folgt: Die drei Geraden G, = 0, @ = 0, G = 0 sind 
Wendetangenten und ihre Berührungspunkte liegen auf 
der Geraden @ = 0 oder mit anderen Worten: 

Drei Wendepunkte einer Kurve dritier Ordnung liegen 
in einer Geraden. 

Dieser Satz läßt sich auch in der Form aussprechen: 

Eine Gerade durch zwei Wendepunkte enthält noch 
einen dritten). 


III. Newtons Normalformen. 


Zur Klassifikation der C, hat schon Newton versucht, 
die allgemeine Gleichung auf einfachere Formen zurück- 
zuführen. Newton kam auf folgende vier Hauptformen: 


sy Hen = e (2); sy=f (2); Per; Ye (2), 
wo Boat +br+es+d. 


*) Mit Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum 
müssen wir es uns versagen, auf die Konfiguration der neun 
Wendepunkte einer C} näher einzugehen. Wir verweisen den 
Leser, der sich hierüber eingehender unterrichten will, auf das 
Lehrbuch von Wieleitner I, S. 213#., sowie auf die reichhal- 
tigen Literaturangaben in Kohn (L. V. 6), S. 475 f. 
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Unter diesen ist 
(1) 2 =ar? ＋ 5 ＋ esr+ d 


die wichtigste. Aus der homogenen Form der Glei- 
chung (1) folgt mittels des Prinzips der linearen Kom- 
bination sofort, daß die durch (1) dargestellten Kurven 
im unendlich fernen Punkt der y-Achse ihren reellen 
Wendepunkt und die unendlich ferne Gerade zur Wende- 
tangente haben. Diese Kurven nannte Newton „diver- 
gierende Parabeln“, da sie alle als Näherungskurve im 
Unendlichen die Rückkehrparabel y2 = az? haben, also 
wie diese ins Unendliche gehen (vgl. Fig. 20, S. 72). 

Wir beweisen den 

Satz: Jede Kurve dritier Ordnung läßt sich in eine 
Kurve projizieren, deren Gleichung lautet 
(1) P=ar+ber cz td. 

Wir denken uns die Kurve (1) in der zy-Ebene eines 
räumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems und einen 
durch(1)gehenden Kegel mit Spitze S. Diesen Kegel schnei- 
den wir mit einer beliebigen Ebene E durch die z-Achse; 
die Schnittkurve ist nichts anderes als die Projektion 
der Kurve (1) von S aus auf die Ebene E. Der Wende- 
punkt von (1) im unendlich fernen Punkt der y-Achse 
wird dabei zum Schnittpunkt der durch S zur y- Achse ge- 
zogenen Parallelen mit E und die neue Wendetangente geht 
parallel der zy-Ebene. Die (x2)-Projektion der Schnitt- 
kurve ist wiederum eine Kurve dritter Ordnung, welche 
den Schnittpunkt der durch S zur y-Achse gezogenen 
Parallelen mit der zz-Ebene als Wendepunkt und die 
Parallele zur æ-Achse durch diesen Punkt zur Wende- 
tangente hat. 

Jede Kurve dritter Ordnung hat einen reellen Wende- 
punkt. Durch Verschiebung und Drehung des Koor- 
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dinatensystems legen wir diesen in den Punkt (05 1) 
der x2-Ebene und die Wendetangente parallel zur z-Achse. 
Dann ist die Gleichung der Kurve von der Form 
(2) * ＋ (2 1) (4. B OZ DS EZ TF) =. 

Wir zeigen, daß es zu jeder gegebenen Kurve (2) 
eine Ebene E = y — m — n = 0 und einen Punkt 
S(x, B, y) = (0, ß, 1) gibt, so daß S die Projektion 
von (2) parallel der y-Achse auf E in eine Kurve (1) 
projiziert, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Das System 

5 | ie) 
3 2 oder 
ee y— A1 
stellt bei veränderlichem 4 und u das durch den Punkt 
(&, B, y), d. h. (O, 5, 1) gehende Geradenbündel dar. 
Soll nun eine Gerade (3) die in der Ebene z = 0 liegende 
Kurve (1) schneiden, so müssen die Gleichungen z = 0, 
(1) und (3) für den Schnittpunkt (=, y, z) zusammen 
bestehen. Durch Elimination von æ, y, 2 aus diesen vier 
Gleichungen erhält man somit als Bedingung für å und u 
(4) (E — u} = —a i +b - . 
Setzen wir aus (3) die Werte für A und u in (4) ein, so 
ergibt sich als Gleichung des Kegels nach einfacher 
Umformung 
@—-1)($2-y)=-az?+b(z—-1)22—-c(2—-1)c+d(e—-1)3. 
Die Projektion der Schnittkurve dieses Kegels mit E auf 
die zz-Ebene hat die Gleichung 
(5) e- 1)(8z— mz — n}? ＋ ar? — b(z— i)z? 
+ e —1?2z — d — 1) 0 

Durch Vergleichung der Koeffizienten von (5) und (2) 
erhält man zur Bestimmung der sieben Größen f; m, n; 
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a, b, c, d und eines Proportionalitätsfaktors o, mit 
welchem (2) bei der Vergleichung von (2) und (5) ) mul- 
tipliziert wird, neun Gleichungen, welche sich auf die 
folgenden sieben reduzieren: 


o=a 
s d = —b + m? 
o B= -c 2 fm 
o0 = —d + 52 
D e mn 
E= 2d — 23 n 
of = = d u. 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich nach einigen Um- 
formungen: 
6 -e ＋ E 
m = —o(B + D) 


n = —o(E + 2 F) 

o =4(0 + E+ F) 

a=4o?(C+E * F) 

5 ＋ E — r F) + o°(B + D} 

e=—40D(+E+F)+2 ei D\E-+2F) 

d=—4 92 FO + 2 21 + E + 2 F}, 
wo ọ eine neue, willkürlich bleibende Größe ist. Aus 
(1) wird damit 

9 = OE) -A. Dz—F)+[(B+D)z-+(E+2 J) 

Man kann also jede Kurve (2) in unendlich viele Kur- 
ven (1) projizieren. Die Größe O -- E + F kann nicht 
Null sein, weil sonst der Punkt (0, 1) der zz-Ebene auf 
dem Kegelschnitt (Aa? + Bz2+...+- F = O liegen 
würde, also die Kurve (2) in diesem Punkt (0, 1) keinen 
Wendepunkt, sondern einen Doppelpunkt hätte. 

Der Beweisgang versagt nur daun, wenn die Kurve (2) 
ihren reellen Wendepunkt nicht im Punkt (0, 1), son- 
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dern im Unendlichen hat. Man kann dann diesen unend- 
lich fernen Wendepunkt durch Drehung in die Richtung 
der z-Achse bringen, so daß an Stelle von (2) die Glei- 
chung tritt 
2) r ＋ A ＋ Brz+ 0z ＋ D ＋ EZ TLF = O 
Die Kurve (2%) läßt sich parallel der y-Achse 
auf eine Ebene y = ps + gz +r projizieren und diese 
Projektion parallel der z-Achse in eine Kurve (1), wie 
die Koeffizientenvergleichung von (2°) und 
(5) -ßs+g2z + NM +ad + 5 +es+d=0 
zeigt. Die Kurve (5°) ist die (z, z)-Projektion der Schnitt- 
kurve des durch (1) gehenden Zylinders parallel der 
z-Achse mit der Ebene y = pzs gz r. 


IV. Projektive Erzeugung von Kurven dritter’ Ordnung. 


Bekanntlich lassen sich die Kegelschnitte erzeugen 
als geometrischen Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Elemente zweier projektiver Strahlenbüschel 
0 1 0 

G ＋ 16. = O 
wobei man das Erzeugnis durch Hlimination des Para- 
meters A aus den beiden Gleichungen () in der Form 
61 G. — Go G = 0 erhält. 

Ebenso ergeben sich die Kurven dritter Ordnung als 
Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente eines Sirah- 
lenbüschels und eines dazu projektiven Kegelschnittbüschels. 
Ist das Strahlenbüschel durch die Gleichung 


(1) 61 ＋ 1620 
and das Kegelschnittbüschel durch die Gleichung 
(2) K, ＋ IK = 0 
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dargestellt, so erhält man als Erzeugnis der beiden pro- 
jektiven Gebilde durch Elimination von 4 aus den beiden 
Gleichungen (1) und (2) 
(3) G Ka — C KI = O 

Diese Kurve dritter Ordnung geht durch die vier 
Grundpunkte 1 25 A des Kegelschnittbüschels und 

„= 
durch den Mittelpunkt ie = o) des Strahlenbüschels. 
2 


Da in der Gleichung (3) 14 Konstanten enthalten 
sind, in der allgemeinen Gleichung der Kurve dritter 
Ordnung jedoch nur neun, so läßt sich vermuten, 
daß die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung in die 
Form (3) gebracht werden kann, und dies ist wirklich 
der Fall. 
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Die Klassifikation der C, ist ein seit Newton viel- 
fach behandeltes Problem. Weil diese Einteilungen von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus unternommen wurden, 
sind sie sehr ungleich ausgefallen. Im allgemeinen wird 
ein Einteilungsprinzip für um so besser gehalten, je kleiner 
die Zahl der Gattungen und Arten der Kurven wird und 
je weniger Willkürlichkeiten bei seiner Aufstellung in 
Betracht kommen. Newton hat in seiner Enumeratio 
weniger eine Einteilung der C, geben wollen, als viel- 
mehr nur eine Aufzählung der verschiedenen Arten. 
Euler, Cramer und Plücker legten ihrer Einteilung 
nach dem Vorgang Newtons das Verhalten der Kurve 
im Unendlichen zugrunde So erhält Euler 16 Gat- 
tungen, Cramer 14 und Plücker deren 19, aus denen er 
219 Arten ableitet. 
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I. Die Einteilung nach Klasse und Geschlecht. 


Nach Cayley sollte sich die Einteilung der C}, auf 
der Grundlage der Projektivität aufbauen. Mit der Ord- 
nung einer Kurve ist durch die Plückerschen Formeln 
die Klasse eng verbunden, die nach dem Dualitätsprinzip 
ein der Ordnung einer Kurve gleichartiger Begriff ist. 
Bei der Projektion einer Kurve bleibt offenbar die Klasse 
wie die Ordnung erhalten; zwei Kurven derselben 
Klasse sind aber nicht immer ineinander projizierbar 
(vgl. z. B. die Dreiecks- und Viereckskurve dritter Ord- 
nung S. 70). Die Einteilung nach der Klasse ist also 
keine projektive. 

Nach der Tabelle auf S. 58 lassen sich die Kurven 
dritter Ordnung in drei Gattungen einteilen: 

a) Kurven dritter Ordnung sechster Klasse; 
b) » ” » vierter » 5 
c) ” ” ” dritter ” s 

Die Kurven dritter Ordnung sechster Klasse (0$) sind 
Kurven ohne vielfachen Punkt; man bezeichnet sie des- 
halb als allgemeine oder nichtsinguläre Ca 

Die Kurven dritter Ordnung vierter Klasse (C$) besitzen 
einen Doppelpunkt, der Selbstschnitt der Kurve (eigent- 
licher Doppelpunkt) oder isolierter Punkt sein kann. 

Die Kurven dritter Ordnung dritter Klasse (Oz) zeichnen 
sich durch einen Rückkehrpunkt (Spitze erster Art) aus. 

Dies ist auch zugleich eine Einteilung nach dem 
Geschlecht. 

Die nichtsingulären C, sind vom Geschlecht 1 (ellip- 
tische Kurven dritter Ordnung)“), die singulären ©, (Kur- 


*) Durch passende Koordinatentransformation läßt sich 
die Gleichung der Kurve auf die Form bringen: 


5t 
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ven mit Doppel- oder Rückkehrpunkt) vom Geschlecht 0 
(rationale Kurven dritter Ordnung). 


II. Die Einteilung nach der Gestalt. 
Die nichisinguläre C, hai zwei verschiedene Grund- 
formen: Die eine Grundform ist einteilig und besteht aus 


Fig. 16, Fig. 17. 


einem unpaaren Zug mit drei Wendepunkten (Fig. 16); 
die andere Grundform (Fig. 17) ist zweiteilig und besteht 


y =x (y — x) (k y — a) . 


Mit o = y=} 
erhalten wir o =} 0—3) (1 — k23 


Setzt man nun 1 = SRU, wo 
a 
di 


-fi a= 
0 


cnu =} 1 — sn? u und dnu =} — K sn u , 
so hat man 
e = snu, e = snͤu, o = enn dnu. 
Diese Gleichungen sind eine parametrische Darstellung 
der Kurve durch elliptische Funktionen, womit die Bezeich- 
nung elliptische Kurve dritter Ordnung erklärt ist. 
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aus einem ebenfalls unpaaren Zug in Gemeinschaft mit 
einem paaren Zug ohne Wendepunkt (Oval). Beide Grund- 
formen lassen sich durch Deformation einer zerfallenden 
Kurve dritter Ordnung erhalten. Stellt G = 0 einen 
Kegelschnitt, G = 0 und @, = 0 Geraden, ferner k eine 
genügend klein zu nehmende Konstante dar, so Hefert die 
Gleichung 
S. GT = 0 


eine zweizügige C}, mit G = 0 als Wendeasymptote 
(Fig. 17), die Gleichung 

SG ＋ KE GI =0 
eine einzügige CZ mit G = 0 als Asymptote (Fig. 16). 

Die einteilige nichtsinguläre C (Fig. 
18, a) entsteht aus der singulären Kurve 
mit Doppelpunkt durch „Verbinden am 
Knoten“, die zweiteilige Cg (Fig. 18, b) durch 
„Trennen am Knoten“. Stellt /=0 eine 
singuläre C, dar, so gibt die Glei- 
chung f+ k= 0 den Fall a, bzw. 
b, je nach dem Vorzeichen der Kon- 
stanten k. 

Im ganzen hat man bei der Ein- 
teilung nach der Gestalt fünf 
Gattungen von Kurven dritter 
Ordnung: 


1. die einzügige Kurve dritter 
Ordnung (nichtsinguläre C} 
ohne Oval); 

die zweizügige Kurve dritter 
Ordnung (nichtsinguläre 0, 
mit Oval); Fig. 18 


10 
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3. die Kurve dritter Ordnung mit reellem Doppel- 
punkt (Selbstschnitt) ; 
4. die Kurve dritter Ordnung mit isoliertem Doppel- 
unkt; 
5. die Karni dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt 
Dies ist die Fünfteilung von Newton. 
Die Gattung 1. enthält im ganzen drei Arten. Zieht 
man die drei Wendetangenten, welche die einteilige Kurve 
W, 


(Rationale (, .) 


G ` Fig. 19. 


besitzt, so teilen diese und die Verbindungsgerade der 

drei Wendepunkte die Ebene in elf Felder, welche vier 

Dreiecke und drei Vierecke bilden und wir erhalten fol- 

gende drei Arten (Fig. 19a, b, c): 

a) Die Kurve verläuft innerhalb von drei Dreiecken (Drei- 
eckskurve); 

b) die Kurve verläuft innerhalb von drei Vierecken (Vier- 
eckskurve); 

c) die drei Wendetangenten gehen durch denselben Punkt 
(Übergangskurve). 
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Damit hätten wir eine Stebenteilung, die zuerst Möbius 
angegeben hat. 
Die Kurvengleichung hat in den letzten drei Fällen 


die Form WWW+1@®-0, 

wo Pi = O, W=0, z = 0 die Gleichungen der 
Wendetangenten in den drei reellen Wendepunkten sind 
und G = 0 die Gerade ist, auf welcher jene drei Wende- 
punkte liegen (vgl. S. 61). 


III. Die Newtonsche Einteilung. 

Newton geht von der auf S. 62 ff. behandelten Grund- 
form aus: 
(1) y? =ar? ＋ br cz d. 

Aus ihr lassen sich ebenfalls fünf, bzw. sieben ver- 
schiedene Kurvenformen I ableiten. 

Zerlegt man die rechte Seite von (1) in ihre linearen 
Faktoren, so daß Gleichung (1) die Form annimmt 


y? = a(z — a) — p)e — y), 
so können wir mit Newton fünf Hauptfälle unterscheiden 
(Fig. 20): 

I. Alle Wurzeln sind reell und verschieden und zwar 
sei x <f <y. Die Kurve besteht aus einem Oval und 
einem sich ins Unendliche erstreckenden Zweig; die un- 
endlich ferne Geradeist Wendetangente: Zweizügige Kurve. 
(Parabola campaniformis cum ovali*).) 

II. Ale Wurzeln sind reel und zwei sind gleich: 
B = VD. Die beiden Kurvenzweige vereinigen sich 
in einem Knoten: Kurve mit Doppelpunkt. (Parabola 
nodata.) 


*) Die in Klammer stehenden lateinischen Namen stammen 
von Newton. 
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III. Alle Wurzeln sind reell und zwei sind gleich: 
&=ß<y. Das Oval des Falles I zieht sich auf einen 
isolierten Punkt zusammen: Kurve mit isolieriem Punkt. 
(Parabola punctata.) 


IV. Eine Wurzel (x) ist reel, die beiden andern sind 

konfjugiert imaginär. Diese Kurve entsteht aus der vorigen 

Form, wenn der isolierte Punkt ver- 

AAA hr schwindet: Einzügige Kurve. (Para- 
\ bola pura.) 


V. Alle drei Wurzeln sind gleich 
* = ß =y : Kurve mit Spitze. (Para- 
pi bola cuspidata.) 
: Wie schon frūher 
+2 erwähnt wurde (vgl. 
S. 70), lassen sich bei 
der einzügigen Kurve 
drei Gattungen unter- 
Fig. 20. scheiden. Hat die Kurven- 
gleichung die Form 
y? = a (z —a)(z— Pe — y) , 
so kann die Zahl der höchsten und tiefsten Punkte (Kul- 


minationspunkte) als Unterscheidungsmerkmal genommen 
werden. 


4 
Beträgt die Zahl dieser Punkte 2 | , so ist die Kurve eine 
0 


Viereckskurve (Fall b S. 70) 
Übergangskurve (Fall c S. 70) 
Dreieckskurve (Falla S. 70) 


Analytisch ist dieser Entscheid aus ni Ent- 
wicklung zu entnehmen. 
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Sei 
a ( — x) + ps +g) — y= 0 
die Gleichung der Kurve mit der Bedingung p? — 49 <0. 
Dann werden die Abszissen der Kulminationspunkte 
geliefert durch die Gleichung 


gz = 3 2 (p — a)r + q = pe). 


5 Fi 


Fig. 21. 


Ist nun die Diskriminante dieser in x quadratischen 


Gleichun 
j pP ＋ A as - 3 0, 
so ist die Kurve eine 


Vierecks- (Fig. 21, b) 
Übergangs- kurve dritter Ordnung (Fig. 21, c). 
Dreiecks- (Fig. 21, q) 


Damit haben wir also eine Siebenteilung der Kurven 
dritter Ordnung, welche nach $ 15, III projektiv ist. 
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§ 17. Rationale und zirkulare Kurven dritter 
Ordnung. 

Alle Kurven dritter Ordnung mit einem Doppel- oder 
einem Rückkehrpunkt nennt man auch rationale C3. 
Legt man nämlich durch diesen Punkt einen Strahlen- 
büschel vom Parameter 4, so lassen sich die Koordi- 
naten z und y eines beliebigen Kurvenpunkts auf dem 
S. 52 angegebenen Wege als rationale Funktionen von 
darstellen. 

Zirkulare C3 sind solche Kurven dritter Ordnung, 
deren Gleichung auf die Form gebracht werden kann 
(1) (xs Py)? + y?) 

+ #+2b,2ytaoy+dzoteayo+ho)o=0. 

Jede zirkulare C, geht durch die zyklischen Punkte 

2 2 — 

* F A a 2 und hat eine reelle Asymptote parallel 
zur Geraden ax + fy = 

Nehmen wir diese Gerade zur z’-Achse und die da- 
zu im Ursprung senkrechte Gerade zur y’-Achse, so er- 
hält man die Gleichung der Kurve im (z’y’)-System 
mittels der Transformationsformeln 
K K. +y Fe. La- 


5 y 
ya? + 2 ya? i E 
in der Form 


% ⁰ +y’) tast 2 5 y ＋ 
thr L , 0, 
wo H = f ist oder, wenn wir statt 2“, y’ wieder und 
schreiben 
(2) y +y°)+ 2 h d e y+ = 
Die beiden zu æ Y == O und - 1 =Q par- 
allelen imaginären Asymptoten haben die Gleichungen 
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: i 
z= +iy — b +y ( d); 

also einen reellen Schnittpunkt mit den Koordinaten 
2 — 2 

2 7 
den außerordentlichen Brennpunkt oder das Zentrum der 
Kurve“). 

Nehmen wir diesen Punkt unter Beibehaltung der 


Achsenrichtung als Koordinatenanfang, ersetzen also æ 
und y durch 


s=—b, y= 


a, — 6; 
* — 52 und y+--—, 


so erhalten wir eine Gleichung von der Form 
(3) y+ a) (rr +y)+brtcy+d=0. 

Aus der homogenen Form der Gleichung folgt, daß 
y+a=0 Asymptote ist. Diese schneidet die Kurve 
in dem Punkt 
ac—d 

b ? 
Dieser Punkt wird der Hauptpunkt der Kurve genannt. 

Die Gleichung (3) können wir ersetzen durch das 
simultane System der beiden Gleichungen 


22 ＋ % — 72 0 
4 c—d ’ 
u Jene ; 9 —9 
wo r ein willkürlicher Parameter ist. Aus diesem 


W = 


— — 


) Brennpunkte einer Kurve nennt man die Schnitt- 
punkte der aus den imaginären Kreispunkten 
{ x+iy=0 


w =Q 
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Gleichungssystem folgt: Jede zirkulare Kurve drüter 
Ordnung ist Ort der Schnütpunkie eines Sirahlenbüschels 
durch den Haupipunkt und eines um den außerordentlichen 
Brennpunkt beschriebenen, zu jenem projektiven Büschels 
konzentrischer Kreise. (Deshalb heißt der außerordent- 
liche Brennpunkt auch Zentrum.) 

Ist die zirkulare C symmetrisch in bezug auf eine Achse, 
z. B. die y- Achse, so lautet nach (2) ihre Gleichung, wenn 
der Schnittpunkt mit der Achse Koordinatenursprung ist: 
(5) 1 (2 ＋ %) ＋ ar +by +tcy=0. 

Der Ubergang zu Polarkoordinaten liefert 
a co + bsin?p 


2 =ø; 
Ere sing ne 
Sind go, und o, die Wurzeln dieser Gleichung, so ist 
01% =C, 


d. h. die Kurve (5) wird durch eine Inversion mit der 
Potenz c und dem Ursprung, also dem außerordenilichen 
Brennpunkt, als Inversionszenirum in sich selbst trans- 
formiert). 

Alle diejenigen Kurven, die durch eine Inversion in 
sich selbst transformiert werden können, haben nach dem 
Vorschlag von Moutard die Bezeichnung anallagmaiische 
Kurven erhalten (A privans und dildrzw = ich ändere). 


an die Kurve gezogenen Tangenten. Die vier Brennpunkte 
der Kegelschnitte, von denen nur zwei reell sind, genügen 
dieser Definition. 

) Die Inversion oder die Transformation durch rezi- 
proke Radien ordnet zwei auf demselben Strahl durch das 
Inversionszentrum O gelegene Punkte P, und P, einander 
derart zu, daß die Beziehung besteht: 

OF OH c oder 91 e = 
Der Kreis um O mit Radius } c heißt Inversionskreis; dieser 
ist bei negativem c imaginär. 
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Die rationalen zirkularen Kurven dritter Ord- 
nung lassen sich mittels Transformation durch reziproke 
Radien aus einem Kegelschnitt K ableiten, wenn das In- 


Fig. 2b. 


versionszentrum auf K liegt. Ein beliebiger Kegelschnitt, 
welcher durch den Ursprung geht und in ihm die y- Achse 
zur Tangente hat, ist dargestellt durch die Gleichung 
(1) K =az DS e = 0 

oder in Polarkoordinaten (g“, œ) 


g (acos?p + b cos ꝙ sin ꝙ + sin + coso = 0. 
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Mit der Gleichung 

(2) 2 o =r, 

die diese Transformation herstellt, folgt daraus für die 
gesuchte inverse Kurve 


(3) ocosp + r? (a cos? + b cos ꝙ sin ꝙ sin? = 0 


oder in Punktkoordinaten 
(4) s(x? + /) ＋ 22 (a ＋ b) = O 
Gleichung (4) stellt eine rationale, zirkulare Kurve 


dritter Ordnung dar mit einer Asymptote parallel der 
Nullpunktstangente von K und dem Ursprung (In- 
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versionszentrum) O als Doppelpunkt. Dieser ist ein 
isolierter Punkt 
Rückkehrpunkt , je nachdem b? Aae 0, d. h. K eine 
Doppelpunkt 
Ellipse 
Parabel ) ist (Fig. 22a, b, c). 
Hyperbel 

Außerdem erhalten wir rationale zirkulare C} 
als Fußpunkikurven der Parabel, d. h. als geometrischen 
Ort der Fußpunkte der Lote, die von einem festen Punkt, 
dem Pol, auf sämtliche Tangenten der Parabel gefällt 
werden. 

Die Parabel habe die Gleichung y? = 2 pg und der 
Pol O die Koordinaten a und b. 

Die Gleichung einer beliebigen Parabeltangente lautet: 


und das Lot auf sie durch den Punkt (a, b) 
i 1 
y- ba 0-4; 


Wird aus diesen beiden Gleichungen m eliminiert, 
so erhalten wir als Gleichung der Fußpunktkurve der 
Parabel 


2@—- a) +4) — 2 (az + by) (e—a) + p(y —b)} = 0. 
Aus der Gleichung dieser Kurve in der Form 
2 ( — a)(y — b) + 2 2 (æ — a)? + p(y — b)? = 0 
oder 
2 ( — a)ly (y — b) + 2 (æ — a)] + p (y — b)? = 0 
ersehen wir, daß sie den Pol (a, b) als Doppel punkt und 
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Fig. 28 à. 


eine Asymptote parallel x — a = 0 hat mit der Gleichung 
9 
e 


Bringen wir durch Koordinatenverschiebung den Pol 
in den Ursprung, ersetzen also in der Kurvengleichung 
* - a und y—b durch z und y, so erhalten wir die 
Gleichung 


z(e? + y?) +az? +bay+ 2y2=0, 


welche die Form der Gleichung (4) hat. 
Wir haben somit den Satz: 


Die Fußpunkikurve der Parabel ist eine rationale zir- 
kulare Kurve dritter Ordnung mit dem Pol als Doppel- 
punkt und ihrer Asymptote parallel zur y- Achse. Der 
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Fig. 28 b. 
Fig. 23 c. 


wirklicher Doppel- 
Doppelpunkt ist ein Rückkehr- | pune, je nach- 
isolierter Doppel- 
außerhalb 
dem der Pol auf | der Parabel liegt (Fig. 23a, b, c). 
innerhalb 
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5. Abschnitt. 
Kurven vierter Ordnung. 


§ 18. Plückers Form der Kurvengleichung. 


Die allgemeine Gleichung einer Kurve vierter Ord- 
nung enthält 4n (n + 3) = 14 unabhängige Konstanten 
(vgl. S. 59, Anm.). Hat die Kurve ein, zwei oder drei 
Doppelpunkte, so vermindert sich die Zahl der Konstanten 
auf 13 bzw. 12 oder 11. Die Gleichung der allgemeinen C, 
kann in zwei quadratische, einen kubischen und einen 
linearen, einen quadratischen und zwei lineare oder in 
vier lineare Faktoren zerfallen. Dem entspricht geome- 
trisch ein Zerfallen der C, in zwei Kegelschnitte, in eine 
Kurve dritter Ordnung und eine Gerade, in einen Kegel- 
schnitt und zwei Gerade oder in vier Gerade. 

Plücker*) hat zuerst gezeigt, daß die Gleichung einer 
Kurve vierter Ordnung ohne mehrfache Punkte auf die 
Form gebracht werden kann 
(1) 61 Ga G G. =P, 
dabei sind G; = 0 Geraden und S = 0 ein Kegelschnitt. 
Aus (1) folgt, daß die G; Doppeltangenten erster Art sind 
(vgl. S. 47), wenn ihre vier Schnittpunkte außerhalb ® 
liegen und daß P ein durch die acht Berührungspunkte 
dieser Doppeltangenten gehender Kegelschnitt ist. Für die 


) J. Plücker, Algebraische Kurven, Bonn 1839, S. 228; 
vgl. auch Wieleitner I, S. 266 ff. 
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allgemeine C, bedingt jede Doppeltangente erster Art 
zwei reelle Wendepunkte (vgl. Fig. 8). Man hat also die 

Sätze: Die acht Berührungspunkte der vier Doppel- 
tangenten erster Art liegen auf einem Kegelschnüt. Die 
nichtsinguläre Kurve vierter Ordnung hat vier Doppel- 
tangenten ersier Art und doppelt so viel reelle Wendepunkte. 

Da man zeigen kann, daß die Maximalzahl der 
Doppeltangenten erster Art = 4 ist), so gilt der 
weitere 

Satz: Unter den 24 Wendepunkien, die eine allge- 
meine nichtsinguläre Kurve vierter Ordnung hat**), sind 
höchstens acht reell. 

Geht der Kegelschnitt S durch einen Schnittpunkt 
zweier der Geraden Cr, so hat die C. in diesem Punkt 
einen Doppelpunkt. Wir haben also den 

Satz: Geht der Kegelschnitt & der durch die Glei- 


4 1 
chung LI G. Go dargestellten C, durch 2) Schnitt- 
i=1 3 
punkte von je zweien der Geraden Gr, so hat die C, 
1 
2$ Doppelpunkte. 
3 


Geht der Kegelschnitt & durch vier Schnittpunkte der 
Geraden Gi, Ga, Cg, @,, so zerfällt die C, in zwei 
Kegelschnitte, die selbst wieder einzeln oder beide in 
Geradenpaare zerfallen können, da jetzt vier Doppel- 
punkte auftreten. Diese sind die Schnittpunkte der bei- 
den Kegelschnitte bzw. der Geraden paare. 


*) Vgl. Wieleitner I (L. V. 13), S. 265. 
**) Vgl. die Tabelle auf S. 91. 


6 * 
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§ 19. Höhere Singularitäten bei Kurven vierter 
Ordnung. 


Wie wir schon früher erwähnt haben (S. 53), kom- 
men höhere Singularitäten erst bei den Kurven vierter 
Ordnung vor. Um nun die hier möglichen Fälle zu er- 
läutern, nehmen wir an, daß der Ursprung ein Doppel- 
punkt sei, dessen beide Tangenten mit der y-Achse zu- 
sammenfallen. Dann lautet die Gleichung der Kurve: 


y =f ( y) Ta (@; Y) 
wo 
ha, y) =ar? ＋ b + ery? +dy, 
I C = e + fyt grey y hey? + kyt. 
Je nachdem wir die Koeffizienten a, b, % . . k be- 
stimmten Bedingungen unterwerfen, erhalten wir ver- 
schiedene Singularitäten. Ist æ nicht Null, so liefert uns 
das analytische Dreieck (Alg. K. I, S. 117 ff.) im Ursprung 
die Näherungskurve*) 
9 =ar, 
d. h. die Kurve hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt, 
also keine höhere Singularität. Damit solche auftreten 
können, muß notwendig a = 0 sein. 
1. Mit a = 0 erhalten wir als Näherungskurven 
zwei Parabeln, deren Gleichungen die Form haben: 
J mi, y= m, 
und die C, hat folgende Gleichung: 
(y — m, 2?) (y — m z?) = cs y? + dy? + fey 
Hgy? n + kyt; 


*) Die hier und im folgenden auszuführenden Rechnungen 
müssen wir aus Mangel an Raum dem Leser überlassen. 
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die Kurve hat im Ursprung einen Selbstberührungs- 
punkt oder einen Berührungsknoien. Sind m, und m, 
gleichzeichig 
ungleichzeichig 
derselben E 

sareh a Seiten der y-Achse. 


Beispiele: Von den zahlreichen speziellen Kurven vierter 
Ordnung mit einem Selbstberührungspunkt führen wir nur 
einige wenige an. 

1. Die Kappakurve. Man beschreibt über der beliebig ge- 
wählten Strecke OA (Fig. 24) als Durchmesser den Kreis und 


L so liegen beide Kurvenzweige. auf 


trägt die konstante Strecke AP=a als Sehne ein. Die 
Punkte P beschreiben bei veränderlichem OA die Kappakurve, 
deren Gleichung lautet u 
( . % % =ar. „ 
Aus der Polargleichung e=actgy folgt die Konstruktion: 
Beschreibe um O mit Radius OB d einen Kreis, ziehe einen 
beliebigen Radius OD, OPL OD und DPL OB. Dann 
ist P ein Punkt der Kappakurye. Der Ursprung ist Selbst- 
berührungspunkt mit x = Qals Tangente; die Geraden y„La=0 


sind Asymptoten (Tangenten im Doppelpunkt L = er } a 
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2. Die Jerabeksche Kurve. Auf dem Radius OA =a 
eines Kreises (Fig. 25) liegt Punkt B im Abstand b vom Ur- 
spring O. Ist OC ein beliebiger Radius des Kreises und 

PL BC, so ist P ein Punkt der Kurve mit der Gleichung 
(OA ist z- Achse) 
aè (z? + y’ — b a)? +b (e + yE d=. 
Der Punkt B (æ =b , y = 0) ist Selbstberührungspunkt. 

3. Die Külpsche Konchoide. 
Gegeben ein fester Kreis mit Ra- | 
dius O04 =a und die Tangente in 
A. Ein beliebiger Radius OC 
schneidet die Tangente in D. 


Fig. 25. Fig. 28. 


Ist DP1AO und CPLOA, so ist P ein Punkt der 
Kurve (Fig. 26). Ihre Gleichung lautet 


sy ＋ a ( — 4 i; 
die Kurve hat den Punkt (x = 0, œ = 0) als (unendlich fernen) 
Selbstberährungspunkt mit x = 0 als Tangente (Asymptote). 
Da der Selbstberührungspunkt durch Zusammenfallen 
zweier Doppelpunkte entsteht, so kann die Kurve noch 
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einen dritten Doppelpunkt besitzen. Sol dieser z. B. im 
Punkt de = 0 liegen, so muß sein c = d =h KO 

2. Ist m, = mg, so ist die Kurvengleichung von der 
Form: 

Yy-md?=cerpP +dy+fey+gary? 
+hry? + ky. 

Die Entwicklung gibt jodi der in Alg. K. I, S. 125f. 

angegebenen Methode) für die Anfangsglieder 


m n, won = Im FT 2m O; 
die Kurve hat im Ursprung eine Schnabel spitee. Auch 
hier kann noch ein weiterer mn wie vorhin 
auftreten. 

Beispiel: Die Kurve 
*. ＋ ey? + yt— 2 y 
— . — 2y ＋ 7 0 
hat im Ursprung eine 
Schnabelspitze mit y = Q 
als Tangente und im 
Punkt einen Doppel- 
punkt (Fig. 27). 

3.Ist/+2cm=0, 
so kann man die Glei- 
chung in der Form 
schreiben 

(y — mz? — cıy?=dy?’-+la®y? +hzy? + kyt 
und die Entwicklung lautet 

y m v + mz? (% md +1) + Ben 
Die Gleichungen der beiden Näherungskurven im Ur- 
sprung haben die Form 
0 „ 
y = m n T? 
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Hieraus folgt, da8 die Kurve im Ursprung zwei sich 
berührende und gleichzeitig schneidende Kurvenzweige 
hat: man nennt diese Singularität Oskulationsknoten. Be- 
dingung für das Auftreten dieser Singularität ist also 

m d AO 

Da die beiden Näherungskurven sich im Ursprung in 
drei zusammenfallenden Punkten schneiden (eliminiert 
man y aus den beiden Gleichungen (), so ergibt sich 


Fig. 28. 


Gleichung (n, — ne) 23 = O oder 2=0), so ist der 
Oskulationsknoten äquivalent drei Doppelpunkten. 
Beispiel. Ziehen wir durch den Brennpunkt F einer 
8 5 8 — 2 
Ellipse E mit der Polargleichung o = er auf den 
Brennpunkt als Pol und die on Achse als Polarachse be- 
zogen, eine beliebige Gerade FP und tragen von P aus auf FP 
die konstante Strecke! (das, Zwischenstück) ab bis Q bzw. 9”, 
so beschreibt Q die Brennpunktskonchoide der Ellipse, wenn 
P auf der Ellipse wandert (Fig. 28). Die Konchoide hat die 
Gleichung o = —— 2 — +1 und zerfällt in zwei C.: 
1 e cos 
E * Fe I = (Y + % (D ＋I— e 
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Wird p: d. h. ist das Zwischenstück gleich der Ordinate 
der Ellipse im Brennpunkt, so wird F Oskulationsknoten für 
die im Innern der Ellipse verlaufende Kurve, deren Gleichung 
dann lautet 
& cos 

1 ＋ e cos 

Der Oskulationsknoten unterscheidet sich für das Auge 
nicht vom Selbstberührungspunkt. Dagegen zeigt die Fig. 28, 
daß, wenn der Punkt P auf der Ellipse der Reihe nach die 
Lagen P, B, E, B, --- einnimmt, die „ 
Punkte Q” der Konchoide in die Lagen Q”, F, Q37, s 
kommen: im Punkt F durchsetzen sich also die beiden Kurven- 
zweige so, daß FF gemeinsame Tangente ist. 

4. Wenn aber md+-!=0 ist, so läßt sich die 
Gleichung in der Form schreiben: 


y-ma—cay—dy N 
=y (4s By) | 
und die Entwicklung lautet | | 


— 7 
= m m αν.² Am 


22 — oder ( + y°— epa) e (x° % 


Die Kurve hat im Ursprung 
eine Berũhrungs noten spitze. Da- 
mit diese auftritt, muß notwen- 
diger weise A von Null verschie- 
den sein. Wäre 4 = 0, so hätte | 
die ©, die Gleichung | 

m — cesy — dh y’)? 
= Byt, 
aus der ersichtlich ist, da8 dann 
die C, in zwei C, zerfallen würde. 
Eine höhere Singularität kann | 
also bei Kurven vierter Ordnung p A 
nieht vorkommen. Fig. 29. 


— 
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Die Gestalt der Berührungsknotenspitze zeigt die 
Fig. 29, welche die Kurve 
y = 4 g ＋ 
darstellt. Diese Kurve, welche aber nicht vom vierten, 
sondern vom siebenten Grad ist, besitzt im Ursprung diese 
Singularität. 
Um die Äquivalenzzahlen der Berührungsknotenspitze 
zu bestimmen, betrach- 
x fen wir die Kurve 
(y — z? — z3)? 
= = — ei) & — £)? , 
welche mit & = & = 0 in 
y =x? s34 g'h übergeht. 
Die penultimate Kurve besitzt 
an Stelle der höheren Singularität 
einen Rückkehrpunkt, einen Wen- 
depunkt, zwei Doppelpunkte und 
zwei Doppeltangenten (s. Fig. 30, 
wo & =0,5 cm und en =I m)). 
Wie die Figuren zeigen, ist 
im allgemeinen für das Auge ein 
Unterschied zwischen Schnabel- 
spitze und Berührungsknoten- 
spitze, wie auch zwischen Berüh- 
rungsknoten und Oskulations- 
knoten nicht wahrzunehmen. 
Fig. 30. Außer diesen vier Singulari- 
täten kann bei Kurven vierter 
Ordnung noch der dreifache Punkt mit seinen drei 


) Um die Deutlichkeit der Figur nicht zu beeinträch- 
tigen, sind die beiden Doppeltangenten nicht eingezeichnet 
worden. 


20 


22. 
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Unterfällen auftreten, endlich noch der Flachpunkt und 
der Spitzpunkt*); bei Kurven vierter Ordnung sind also 
4 + 3 + 2 = 9 höhere Singularitäten möglich. 


§ 20. Einteilung der Kurven vierter Ordnung. 
I. Die Einteilung nach dem Geschlecht. 
Mit Hilfe der Plückerschen Gleichungen läßt sich fol- 
gende Tabelle anschreiben: 


n | k w r d | $ p 
1 
412 24 0 6 28 3 
4 10 18 141 16 2 
49 16 i | & 10 | 2 
48 12 0 2 s 1 
4 | 710 ila 4 141 
46 8 E 
44 6 6 0 31 & 0 
4 535 4 1 | 2 2 0 
2 2, 218 41 1 0 
il 3 63 | © jij 8 


Teilen wir mit Rücksicht auf das Geschlecht ein, so 
erhalten wir vier Gattungen von Kurven vierter Ordnung: 

L Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 3 
(allgemeine oder nichtsinguläre Kurven); 

II. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 2 
(hyperelliptische Kurven)**) mit einem Doppel- oder Rück- 
kehrpunkt; 


*) Vgl. Alg. K. I, S. 46, 49 und 82ff. 

) Diese Namen rühren daher, daß die Koordinaten eines 
Punkts dieser Kurve sich als hyperelliptische | bzw. elliptische 
Funktionen eines Parameters darstellen lassen. 
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II. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 1 
(elliptische Kurven)*) mit zwei Doppelpunkten, von denen 
jeder in eine Spitze ausarten kann; 

IV. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 0 
(rationale Kurven) mit drei Doppelpunkten, von denen 
jeder in eine Spitze ausarten kann. 

Jede C, mit einer höheren Singularität kann ver- 
möge ihrer Plückerschen Äquivalente (vgl. S. 56) hier 
eingereiht werden. 


II. Die Einteilung nach der Gestalt für die nicht- 

singulären Kurven vierter Ordnung. 

Wie wir schon früher erwähnt haben?), unterscheidet 
man paare und unpaare Kurvenzüge. Jeden unpaaren 
Zug kann man sich durch Deformation einer Geraden, 
jeden paaren Zug durch eine solche eines Kegelschnitts 
entstanden denken. Ein unpaarer Zug wird von einer 
Geraden in einer ungeraden Zahl von Punkten geschnitten 
und hat mindestens drei Wendepunkte, im allgemeinen 
eine ungerade Anzahl: ein paarer Zug wird von einer 
Geraden in einer geraden Zahl von Punkten geschnitten 
und hat entweder keine oder eine gerade Anzahl von 
Wendepunkten. Jeder paare Zug mit zwei Wendepunkten 
gibt zu einer Einbuchtung und zur Bildung einer Doppel- 
tangente erster Art Veranlassung (s. Fig. 8). Nach Zeuthen 
bezeichnet man einen paaren Zug mit einer Einbuchtung 
als Unifolium, mit zwei, drei, vier Einbuchtungen bzw. 
als Bifolium, Trifolium, Quadrifolium. Rücken die beiden 
Wendepunkte eines Unifoliums zusammen, so entsteht 


*) Siehe Anmerkung **) auf S. 91. 
wi Beutel, „ie: K. I, S. 21, wo Zeile 9 von unten statt 
„unpaar“ „paar“ stehen muß. 
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ein Flachpunkt und die Doppeltangente wird zur Flach- 
tangente. So hat die Kurve y = g? (2? — e?) zwei Wende- 
punkte und eine Doppeltangente erster Art (s. Fig. 13); 
für e = 0 rücken die Wendepunkte zusammen und wir 
erhalten die Flachparabel y = z*. Verschwindet. beim 
weiteren Übergang der Flachpunkt, so entsteht ein Oval; 
die Kurvengleichung lautet dann y = z? (z? + 22). 

Soll die C, nichtsingulär sein, insbesondere keinen 
Doppelpunkt besitzen, so kann kein unpaarer Zug vor- 
kommen. Ein unpaarer Zug einer C, wird von einer 
Geraden in einem oder in drei Punkten geschnitten und 
der zweite oder vierte Schnittpunkt mit der Kurve müßte 
auf einem zweiten unpaaren Zug liegen. Zwei unpaare 
Züge bestimmen aber einen Doppelpunkt, gehören also 
einer singulären C, an. 

Eine Kurve vierter Ordnung kann aus höchstens vier 
paaren Zügen bestehen. Man kann nämlich einen Kegel- 
schnitt so konstruieren, daß er durch je einen Punkt 
eines Zuges geht. Dann wird jeder Zug nochmals in je 
einem Punkt geschnitten, so daß die Gesamtzahl der 
Schnittpunkte 8 beträgt. 

Jeder paare Zug teilt die Ebene in ein inneres und 
äußeres Gebiet. Liegt ein paarer Zug innerhalb eines 
zweiten (Fig. 32, VI), so kann der innere Zug keinen 
Wendepunkt haben, da die Tangente in diesem Punkt 
mit der C, dann 3+1+2=6 Schnittpunkte hätte. 
Ferner kann kein weiterer paarer Kurvenzug vorhanden sein, 
da man sonst ebenfalls Gerade mit sechs Schnittpunkten 
bestimmen könnte. Denn jede Gerade, die den inneren Zug 
schneidet, hat mit diesem mindestens zwei Punkte gemein 
und ebenso mit dem äußeren paaren Zug; sie würde also von 
einem dritten paaren Kurvenzug in zwei weiteren Punk- 
ten geschnitten. Die Gesamtzahl der Schnittpunkte der 
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Geraden mit der C, wäre also 2 + 2 + 2 = 6. Eine 
derartige C, mit zwei paaren Zügen heißt „Ringkurve“ 
oder „Gürtelkurve“. 

Nach dem Vorgang von Zeuthen (Math. Ann. 7, 
S. 417if.) gründen wir die Einteilung auf die Gleichung 

G1 GaG G, ＋ 1 S = O 

Dureh das Vierseit der Doppeltangenten erster Art 
wird die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ein- 
geteilt. Nach dem Signierungsprinzip kann die Kurve 
entweder ganz innerhalb der Vierecke (Viereckskurve) 
oder ganz innerhalb der Dreiecke (Dreieckskurve) ver- 

rufen. Nach der Lage der Schnittpunkte von G mit 
en vier Doppeltangenten erster Art in bezug auf das von 
iesen gebildete Vierseit ergeben sich 13 Fälle mit ins- 
esamt 36 Typen für die allgemeine Kurve vierter Ord- 
aung, deren Existenz Zeuthen nachweist und teilweise 
mit Figuren belegt. 

Betrachten wir nur diejenigen Fälle, in denen sämt- 
liche acht Schnittpunkte der vier Geraden G; mit dem 
Kegelschnitt G, also auch die acht Wendepunkte reell 
sind, so erhalten wir vier Fälle mit neun Typen. Die 
übrigen 27 Typen ergeben sich hieraus ohne weiteres, 
da geringe Formänderungen hinreichen, um z. B. aus 
einem Unifolium ein Oval entstehen zu lassen. Auch 
kann jedes Oval verschwinden, wenn es beim Übergang 
durch die Form des isolierten Punktes hindurchgeht. 

J. S trifft alle Seiten eines Vierecks: 

1. Ringförmige Kurve: ein Quadrifolium, ein inneres 
Oval (Fig. 32, VI); 

2. Viereckskurve: ein Quadrifolium, zwei Ovale“) 
(Fig. 31a); 

) Die im I. und III. Quadranten liegenden Kurvenzüge 
haben zwei Asymptoten, bilden also nur ein Oval, das von 
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3. Dreieckskurve: vier Unifolien (Fig. 31b). 
II. S trifft drei Seiten eines Vierecks und eine eines 
anderen Vierecks*): 
4. Viereckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, ein Oval; 


Fig. 31. 


5. Dreieckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien, ein 
Oval. 
III. S trifft zwei anliegende Seiten von zwei Vier- 
ecken: 
6. Viereckskurve: zwei Bifolien, ein Oval; 
7. Dreieckskurve: zwei Bifolien, zwei Ovale. 


der unendlich fernen Geraden in zwei Punkten geschnitten 
wird; dasselbe ist mit den im II. und IV. Quadranten ver- 
laufenden Kurvenzügen der Fall. 

*) Die Figuren für die folgenden Fälle kann sich der 
Leser unschwer selbst anfertigen. 
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IV. S trifft zwei gegenüberliegende Seiten eines 
Vierecks und von jedem der beiden anderen Vierecke je 
eine Seite: 

8. Viereckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien; 
9. Dreieckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, zwei 
Ovale. 

Wird dieses Verfahren weiter fortgesetzt, so ergeben 
sich im ganzen 13 verschiedene Lagen von ® bezüglich 
des von den G, gebildeten Vierseits mit zusammen 
36 Typen Kurven vierter Ordnung. Den Schluß der 
Kette bildet der Fall: 

XIII. G trifft keine der vier Geraden, wodurch sich 
ergibt: entweder 

1. eine ringförmige Kurve, aus zwei einander um- 
schließenden Ovalen bestehend, oder 

2. eine Viereckskurve, bestehend aus drei Ovalen, oder 

3. eine Dreieckskurve, bestehend aus vier Ovalen. 

Berücksichtigt man jedoch nur die Anzahl der Züge 
und der reellen Doppeliangenten, so lassen sich mit Zeuthen 
für die nichtsinguläre O, folgende sechs Haupiformen 
angeben (Fig. 32): 


Anzahl der Züge ee — 
Anzahl der Doppeltangenten 28 16 8 | 4 | 4 | 4 
Anzahl der Doppeltangenten erster Art 44244 | 4 
Anzahl der reellen Wendepunkte . 88141808 

Bei der Hauptform V sind die vier Doppeltangenten 
isolierte Doppeltangenten, d. h. solche, die den Berüh- 


rungskegelschnitt ® nicht reell schneiden; es ist dies die 
imaginäre C, (ohne reelle Züge). F. Klein hat in Math. 
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Ann. 10 (1876) S. 376 gezeigt, wie man die ein-, zwei- 
und dreiteilige Kurve (Hauptformen IV, III und I) aus 
der Gleichung Si Ø, +e z = 0 ableiten kann, wenn e 
genügend klein genommen wird. Sind Ci = O und S = 
zwei einander in vier reellen Punkten schneidende Kegel- 
schnitte, so erhalten wir die Hauptformen II und IV bzw. 
III, wenn 8, = 0 den einen bzw. beide Schnittpunkte 


von (2 5 5 umschließt. Die Gleichung Ø, C. + € = 0 
p= 


Beutel, Algebraische Kurven IL 7 
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liefert bei positivem e die Hauptform I, bei negativem € 
die Hauptform VI (die Gürtelkurve), wenn der Ursprung 
innerhalb der Kegelschnitte liegt. 


III. Die Einteilung nach der Gestalt für die singulären 
Kurven. 

Die singulären Kurven können wir als Grenzfälle von 
nichtsingulären Kurven auffassen. 

So kann ein Doppelpunkt einer Kurve vierter Ord- 
nung dadurch entstehen, daß das Oval (oder allgemeiner 
einer ihrer paaren Züge) auf einen Punkt zusammen- 
schrumpft, oder daß zwei Züge der Gürtelkurve zum 
Schnitt kommen. Die Zahl der Doppeltangeraten erster 
Art bleibt in beiden Fällen ungeändert. Entsteht jedoch 
ein Doppelpunkt dadurch, daß a) ein paarer Zug in zwei 
unpaare Züge zerfällt oder b), daß zwei außer einander 
liegende Züge sich schneiden, so ändert sich die Zahl der 
Doppeltangenten erster Art. (Vgl. Fig. 35, wo die Kurve a 
zwei, die Kurve b eine, die Kurve c keine Doppeltangente 
erster Art besitzt, während Kurve I Fig. 32, aus der die 
Kurven a, b, c der Fig. 35 hervorgehen, vier Doppel- 
tangenten erster Art hat.) Verschwindet die beim Ent- 
stehen eines Doppelpunkts auftretende Schleife, so er- 
halten wir eine Form mit Spitze. 

Der Fall a) tritt ein, wenn ein paarer Zug durchs 
Unendliche geht und mit sich selbst zum Schnitt kommt. 
Da jeder der dabei entstehenden unpaaren Züge drei 
Wendepunkte hat, der Doppelpunkt deren zwei absor- 
biert, muß der paare Zug acht Wendepunkte besessen 
haben, d. h. dieser Zerfall kann nur bei einem Quadri- 
folium vorkommen. 

Beispiel. Die Dürersche Muschellinie (Fig. 33) ist eine 
rationale C, und hat die Gleichung 

æy ty —ay— tF + - ah - =; 
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die Schnittpunkte der Hyperbel x y + y? — a - = O mit 
der Geraden x — y + a = 0 sind Doppelpunkte; ein weiterer 


Doppelpunkt ist | y+ ar? = | ; 
o == 0 
Die Gleichung 
G +y —ay— tF + ey + a yte 
stellt bei sehr kleinem e eine penultimate nichtrationale oder 


nichtsinguläre Kurve dar, die aus zwei unpaaren Zügen mit 
je drei reellen Wendepunkten besteht, wenn e positiv ist (die 
in Fig. 33 strichpunktiert gezeichnete Kurve); bei negativem € 
erscheinen zwei paare Züge und ein Oval (innerhalb der 
Schleife) (in Fig. 33 nicht eingezeichnet). Schneiden sich die 
beiden paaren Züge, so treten Doppelpunkte auf. Die (sche- 
matische) Fig. 34 zeigt zugleich, wie aus dem (strichpunktiert 


7* 
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gezeichneten) Quadrifolium eine C, mit drei im Endlichen ge- 
legenen Doppelpunkten D., D, D, entsteht. Rückt D, ins 
Unendliche, so haben wir die Kurve der Fig. 33, die Variation 
der Konstanten e liefert dann den Zerfall in zwei unpaare Züge. 

Im Falle b) läßt sich das Entstehen eines Doppel- 
punkts aus der Gleichung G, G Gg G, = 4 Ø? ableiten, 
wie wir auf S. 83 gesehen haben. Auch hier kann statt 
des Doppelpunkts eine Spitze auftreten. 

Auf ganz ähnliche Weise lassen sich durch Verbinden 
auseinanderliegender Zweige Kurven mit zwei und drei 
Doppelpunkten herstellen. So zeigen die Fig. 35 das 


Entstehen einer Kurve mit ein, zwei und drei Doppel- 
punkten aus der nichtsingulären vierteiligen Kurve 
(Kurve I der Fig. 32). 


821. Die quadratische Transformation. 


Zum Zweck der Klassifikation der C, mit drei Dop- 
pel- bzw. Rückkehrpunkten, also der rationalen Ci, 
müssen wir kurz auf ein Verfahren eingehen, das uns 
gestattet, diese Kurven aus einem Kegelschnitt abzuleiten. 
Dies geschieht mit Hilfe einer quadratischen oder (nach 
ihrem Begründer so genannten) Cremonaschen Transfor- 
mation. 
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Gegeben sei ein Dreieck ABC, mit den Seiten ai; 
a, ag und in der Ebene des Dreiecks ein Punkt P 
(Fig. 36). Pı, Pe, Ps seien die Abstände des Punktes P 
bzw. von den Seiten BC, CA, AB. p, werde positiv 
genommen, wenn P mit A auf derselben Seite von a, 
liegt, andernfalls negativ; entsprechendes gelte für pz 
und pg. Dann ist, wenn F den Flächeninhalt des Drei- 
ecks bezeichnet, 


(1) a1 Pi T 4 Po + dn Pp = 2 F. 


Fig. 38. 


Setzen wir nun 
(2) Tı = O pi l 0 pe Ty =OP, 
wo g ein Proportionalitätsfaktor ist, so folgt aus Glei- 
chung (1) 
(8) a1 T, + dr 4 + Q 2 = 2 F g 
Zu jedem Punkt P gehört ein bestimmtes Abstands- 


tripel (pi, Pa, Pz) und ein bestimmtes Abstandsverhält- 
nis (%,:29:2,); umgekehrt entspricht jedem Abstands- 
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verhältnis (21: P: 4) ein gemäß (3) und (2) bestimm- 
bares Abstandstripel und damit ein bestimmter Punkt P. 
Man nennt i, a, 2, Dreiecks- oder Verhältniskoordinaten 
des Punktes P, das Dreieck ABC Koordinaten- oder 
Fundamenialdreieck , seine Seiten Koordinatenseiten oder 
Koordinatenachsen. Der Punkt vom Koordinatenverhält- 
nis 21: : 4 =1:1:1 heißt der Einheitspunkt; dieser 
ist offenbar der Inkreismittelpunkt des Koordinaten- 
dreiecks*). 

Jede in £}, %, 2; homogene Gleichung stellt im 
System der Dreieckskoordinaten eine Kurve dar. Wir 
zeigen zunächst, daß eine lineare Gleichung 
(4) 44 ＋ Oz Ta = 0 
eine Gerade darstellt. Die Kurve (4) schneide BỌ in 
einem Punkt Q’. Für Q’ ist offenbar x, = O, also ist 
nach (4) a: 42 = g: c und die Abstände des Punktes 
Q’ von den Koordinatenseiten sind nach (3) und (2) bzw. 

—2 Fo 2Fo 
Gz Cz 4 a3 Cz 4 cz 
Die Kurve (4) schneide CA im Punkte Q”. Dann sind 
die Abstände des Punktes Q” von den Seiten des Fun- 
damentaldreiecks 
—2 Foz 2 F 01 
a5 01 — 41 45 01 — a1 63 

Ahnlich wie im gewöhnlichen rechtwinkligen Koor- 
dinatensystem findet man für die Abstände 91, 9, % 
eines Punktes Q, welcher die Strecke O“ im Verhält- 
nis m:n teilt, von den Koordinatenachsen 


7 


0, 


*) Mißt man die Abstände pi, Pa, Pa nach verschiedenen 
Längeneinheiten, so entstehen allgemeinere Dreieckskoordi- 
naten. 
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—2 
Ne 
= 24 — G 
g = m+n ’ 
; — 2 Fon Ei 
(5) 3 
22 m+n 3 
2Fon 2Fcm 
. 44745 TG 
% m+n j 


Eine leichte Rechnung zeigt, daß die Koordinaten von Q 
(al: 42 * = 9:92:95) die Gleichung (4) befriedigen, 
was auch m und n sein mag; also liegen alle Punkte Q 
der Geraden Q’Q” auf der durch (4) dargestellten Kurve. 
Befriedigen umgekehrt die Abstände 91, g2, q eines 
Punktes Q von den Koordinatenachsen die Gleichung (4), 
so lassen sich die Zahlen m und m so bestimmen, daß 
91 92; 9, durch die Gleichungen (5) darstellbar sind, so 
daß Q auf der Geraden Q’ Q” liegt. Somit stellt (4) 
eine Gerade dar. 
Insbesondere sind offenbar „= 0, = 0, 43 = 
die Gleichungen der drei arte dene BC, 64, Ie 
Die Abstände eines unendlich fernen Punktes von 
den Koordinatenachsen sind unendlich. Aus (2) folgt aber 
rd * 1 ni 
also ist ọ = 0. Nach Gleichung (3) befriedigen daher 
die Koordinaten jedes unendlich fernen Punktes P die 
Gleichung 


a1 21 ＋ ag Ta ＋ af 4 = 0, 
die somit die unendlich ferne Gerade darstellt. Da nach 
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dem Sinussatz, wenn A,, A,, A, die Dreieckswinkel an 
den Ecken A, B, C sind, 


ai: Gz : a; = Sin A1: sin 4, :sinA, , 
so ist die Gleichung der unendlich fernen Geraden auch 
z Sin A1 + z Sin. 4 + 2 sin 4 = 0. 
Die Gleichung 
2 + iz = 0 
stellt bei veränderlichem Å ein Geradenbüschel durch den 
Punkt {2 = 12 d. i durch den Punkt A dar. Ist 
2 = 0 


P ein Punkt einer solchen Geraden durch A, ꝙ der in 
der Drehrichtung nach A C zu positiv genommene Winkel 
von AP mit der Halbierungslinie 2 — x, = 0 des Win- 
kels BAC = Ai, dann gilt für die Abstände p, und pz 
des Punktes P von AC und AB offenbar die Beziehung 


0 —5 0 7% 
sin = — o sin 9 
2 2 
er er E 
* ein (2 + p) n 2 4 P) 
Die @leichung der Geraden AP ist also 
en 2 2 ) 
2 
= 43 =0. 
A, 
sin 2 + e) 


Durch Vergleichung mit 
To E 4 0 
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ergibt sich 


Hieraus folgt durch korrespondierende Addition und Sub- 
traktion 


ur 
2 ein- coso 


ER —4 21 
2 nt sing Are 
2 
oder 
— 1 4, 
(6) cigg = = ct 


Jede homogene 5 nten Grads in u 42 5 % 
Cti + ct. -+. 
stellt eine Kurve dar, 5 von jeder G Geraden in n Punkten 
geschnitten wird, also eine Kurve nter Ordnung. 
Wir nehmen zwei in derselben Ebene liegende Fun- 
damentaldreiecke ABC und A’B’C’ so an, daß ihre 
entsprechenden Ecken sich decken, und es seien zwei 
Punkte P und P’ einander so zugeordnet, daß die Trans- 
formationsformeln lauten: 


(7) 4:9: = a: Hui. 


TVT) siia = 


2 
8 
R — 
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Jeder Geraden von Punkten P 
C, T, + c + C — 0 
entspricht ein Kegelschniit, der durch die drei Ecken des 
Koordinatendreiecks geht: 
ol tia EE cn ag al E eg . 1 = 0 
Insbesondere entspricht der unendlich fernen Geraden 
x Sin Ai + T sin A + zz sin A; = 0 
der Kegelschnitt 
zzz sin A1 + gzz sind, ＋ zí ag sin ds = 0, | 

welcher der Umkreis des Koordinatendreiecks ist. Denn 
vs g sin Al, 2g zí sin A2, ví z4 sin £, sind mit Vorzeichen 


bis auf den Faktor die Inhalte der Dreiecke, welche die 
2 


drei Abstände eines Punktes P’ von den Koordinatenachsen 
paarweise bilden. Wenn die Summe dieser Inhalte null 
ist, so liegen die Fußpunkte der Abstände auf einer Ge- 
raden. Dies trifft aber nach einem bekannten Satz der 
Dreiecksgeometrie nur für die Punkte P” des Umkreises zu. 

Jedem Punkt P als Schnittpunkt zweier Geraden ent- 
spricht ein Punkt P’ als vierter Schnittpunkt der jenen 
Geraden entsprechenden Kegelschnitte. 

Der Koordinatenecke A = = 5 
überliegende Koordinatenseite & = 0. Einer Geraden 
durch diese Ecke 2 +42, = 0 entspricht der Kegel- 
schnitt zz zí + ví zz = , der in die Koordinatenseite 
zí = 0 und in die Gerade 3 ＋ A2 = O zerfällt. Die 
beiden Geraden z, + åz = 0 und g ＋ Jg = 0 gehen 
durch dieselbe Ecke A. Schreibt man die zweite Gerađe 
in der Form 


entspricht die gegen- 
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so ergibt sich für die Winkel ꝙ und ø” der beiden ein- 
ander entsprechenden Geraden nach (6) 


1 4 E 


Aa 
dgp = TFI 
also 
dgp’=—cigp, dh 9=—p: 

Die beiden transformierten Geraden sind in bezug auf 
die Halbierungslinie des Dreieckswinkels symmetrisch. 

Um also zu einem Punk P den 
Punkt P’ zu konstruieren, verbindet man P mit zwei 
Ecken des Dreiecks und zeichne die in bezug auf die 
beiden Winkelhalbierenden symmetrischen Geraden, die sich 
im gesuchten Punkt P’ schneiden (vgl. Fig. 37). 

Einer Cn entspricht eine Con; schneidet die O, eine 
Dreiecksseite nmal, so gehi die Cen, nmal durch die 
gegenüberliegende Ecke. Fallen einzelne dieser Schnitt- 
punkte zusammen, so entstehen bei der entsprechenden 
Con mehr als n-fache Punkte in der Koordinatenecke. 

Dies erkennt man, wenn man die Konstruktion des 
Punktes P’ aus P an der O, verfolgt. 
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Wenden wir die eben angeführten Transformations- 
formeln auf die Kurven vierter Ordnung an, so erkennen 
wir, daß jede C, mit drei Doppelpunkten aus einem 
Kegelschnitt abgeleitet werden kann. Legen wir nämlich 
die drei singulären Punkte in die Ecken des Koordinaten- 
dreiecks, so lautet die Gleichung der C. 


Om 411 22 2 ＋ Qag T3 21 ＋ 433 4 42 ＋ 2 42 11 La 43 
+2,59 ＋ 2 413 Ta 11 42 0 
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Die Transformierte dieser Kurve ist der Kegel- 
schnitt (K) 
(2) 411 41 ＋ 422 42 —＋ 438 T3 +20 Tı To 
en a: 2 0,2, 2; =0, 
wenn wir der Einfachheit halber die Striche weglassen. 

Umgekehrt kann auch die Kurve (1) aus dem Kegel- 
schnitt (2) abgeleitet werden. Je nach der Lage der Og 
in bezug auf die Seiten des Dreiecks erhalten wir ver- 
schiedene „Typen“ der rationalen Kurve vierter Ordnung. 
Aus dem Schlußsatz von $ 21 folgt: 

Schneidet der Kegelschnitt alle drei Seiten des Dreiecks, 
0 hai die C, drei Doppelpunkte; berührt der Kegelschnitt 
lie Dreiecksseiten, so erhält die O, drei Spitzen; sind die 
Schnittpunkte imaginär, so hat die O, drei isolierte 
Punkte in den Koordinatenecken. Selbstverständlich 
können sämtliche drei Arten von Doppelpunkten bei T 
nebeneinander vorkom- 
men, jedoch immer nur 
so, daß die Gesamt- 
summe 3 beträgt. 

In Fig. 37 ist die 
Konstruktion für einen 
Kreis K ausgeführt, der 
die Koordinatenseite 
AB in zwei Punkten 
4 und 7 schneidet, 
40 in 1, 2 berührt 
und BC nicht schnei- 
det. T hat dement- 
sprechend einen Dop- 
pelpunkt C(4’, 7“), einen Rückkehrpunkt B(1’, 2’) und 
einen isolierten Punkt A. Entsprechende Punkte von 
K und T sind durch gleiche Ziffern bezeichnet. 


Fig. 37. 
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Kurven vierter Ordnung. 


Fig. 4L. 
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Die Figuren 38, 39, 40 und 41 stellen weitere vier 
Fälle von rationalen C, dar, die sich dadurch unterschei- 
den, daß von den Ecken des Fundamentaldreiecks in 
Fig. 38 zwei, in Fig. 39 eine, in Fig. 40 keine, in Fig. 41 
drei Ecken außerhalb K liegen. Bei Fig. 37 liegen alle 
Schnittpunkte von X mit den Seiten des Fundamental- 
dreiecks zwischen den Ecken, bei Fig. 41 auf den Ver- 
längerungen der Seiten. 

Weil der unendlich fernen Geraden 

x, sind, + = sin 4 + 2, sin 4 = 0 
der Umkreis des Fundamentaldreiecks 
To Tg Sin A, + % 2, sin 4 + 2, % sin A, = 0 

entspricht und umgekehrt, so entspricht jedem Schnitt- 
punkt von K mit dem Umkreis ein unendlich ferner 
Punkt. Verläuft K ganz innerhalb oder ganz außer- 
halb des Umkreises, so liegt I’ ganz im Endlichen. Man 
findet die Richtungen nach den unendlich fernen Punk- 
ten der C, durch Konstruktion der Bilder der Schnitt- 
punkte von K mit dem Umkreis. Jeder Asymptote der 
C, entspricht ein durch die Ecken des Dreiecks gehender 
Kegelschnitt Ki, der K in einem jener Schnittpunkte be- 
rührt“). Der Tangente T. (i =1, 2, 3) von Ei in einer 
Koordinatenecke entspricht die gegenüberliegende Koordi- 
natenachse a; und zugleich die zu T; bezüglich der Win- 
kelhalbierenden symmetrische Gerade T}. T; hat mit K, 
zwei zusammenfallende Schnittkunkte; dasselbe trifft also 
für (a;, T;) und die dem Kegelschnitt K, entsprechende 
Asymptote der C, zu, d.h. diese Asymptote geht durch 
den Schnittpunkt von a; und T4. Konstruiert man also 


*) Es läßt sich nämlich zeigen, daß zweien einander be- 
rührenden Kurven (hier der C, und ihrer Asymptote) wieder 
zwei einander berührende Kurven (hier X und Ä,) entsprechen. 
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mittels des Pascalschen Sechsecks*) die Tangenten T; 
eines solchen Kegelschnitts X, in zwei Ecken des Drei- 
ecks, so entspricht ihnen auf der gegenüberliegenden 
Seite je ein Punkt (at, 77) und die Verbindungslinie 
dieser beiden Punkte ist die gesuchte Asymptote. 

Wir ziehen von den Fundamentalpunkten A, B, C 
die drei Tangentenpaare an K. Als Gleichung des 
Tangentenpaares von einem Punkt (1, Ys, Yz) an K findet 
man nach der auch auf Dreieckskoordinaten anwendbaren 
Methode von $ 3 


Setzt man für Y,, Yə, Yz der Reihe nach die Koordinaten 
von A, B, C, so werden die Gleichungen jener drei 
Tangentenpaare: 
422 11 — 2 412 11 c + 411 7 = 0, 
9 Ae o. 
41 — 2 Arg Tı + 433 11 0, 
wo die 4. die aus der Determinante 
4 Ge 413 
a 4 As; 
431 432 433 
durch Tilgen der sten Zeile und kten Spalte entstehen- 
den Unterdeterminanten sind. Sollen umgekehrt drei Ge- 
radenpaare durch dieKoordinatenecken mitden Gleichungen 
| aTi ＋ bit 1 T 0122 = 0 


ge 


+6 +03 = 0 
35 +65, + 0 T] 0 


J Vgl. Doehlemann, Projektive Geometrie (Sammlung 
Göschen), S. 101. 
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einen Kegelschnitt berühren, so muß zwischen ihren 
Koeffizienten eine Bedingung stattfinden, welche aus- 
drückt, daß der Kegelschnitt K, welcher fünf Geraden 
der drei Paare als Tangenten hat, auch von der sechsten 
Geraden berührt wird. Dazu müssen die Gleichungen (9 
und (*) bis auf drei Proportionalitätsfaktoren überein- 
stimmen und die gesuchte Bedingung wird a, a, dg =C; Cz 65 - 
Den drei von A, B, C an K gehenden Tangentenpaaren 
entsprechen nach der Cremonatransformation drei andere 
Geradenpaare, von denen man leicht zeigt, daß sie die 
Bedingung a,0, a; = G c c; erfüllen. Da diese aber die 
Tangenten von I' aus den Doppelpunkten sind, so er- 
halten wir den 
Satz: Die sechs Tangenten, die von den drei Doppel- 
punkten einer rationalen C an diese gezogen werden 
können, berühren einen Kegelschnitt. 
für die Gleichungen der Tangenten in den drei 
Doppelpunkten von I’ erhält man nach derselben Regel, 
welche für gewöhnliche Punktkoordinaten gilt: 
a22 1 ＋ 2 412 C1 42 ＋ 411 4 = 0; 
0 [ait manta 
411 T3 ＋ 2 415 Ty 4 + 433 T7 = Ô 
Auch sie genügen der Bedingung a, d ag = ci cc, also 
Satz: Die sechs Doppelpunkistangenten einer ratio- 
nalen Kurve vierter Ordnung berühren einen Kegelschnitt. 
Nach den Plückerschen Formeln hat eine rationale 
C, mit drei Doppelpunkten sechs Wendetangenten und 
vier Doppeltangenten (vgl. S. 91). Den Wendetangenten 
bzw. Doppeltangenten entsprechen bei der Transformation 
Kegelschnitte durch die Fundamentalpunkte, die X osku- 
lieren bzw. doppelt berühren; also: 
Satz: Durch drei Punkte gibt es an einen gegebenen 


Beutel, Algebraische Kurven II. 8 
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Kegelschnitt sechs oskulierende und vier doppelt berührende 
Kegelschnitte. 

Die Gleichung (1) Seite 107 kann auf folgende Weise 
geschrieben werden: 

(Ya, To 4 + Y zo Bg 1 + Yass 4 Va 4 
(1) 2&1 4 (d Ags Ty + 45s 411 4 
+ Jai dee Tg — (ars + 431 4 + 412 Tg) ) 

wovon man sich durch Umformung von (10 überzeugen kann. 


Nach dem Prinzip der linearen Kombination ist die 
Gerade 


Y a22 dg 1 + Yass 41122 + Va 199 ds Ty 4 431% ＋ 412 2 


Doppeltangente der C,. Da Van, Ja, Yas in der 
Gleichung (1“) je positives oder negatives Vorzeichen 
haben können, so treten insgesamt acht Vorzeichenmög- 
lichkeiten auf, denen aber, wie eine einfache Überlegung 
zeigt, nur vier untereinander verschiedene Vorzeichen- 


möglichkeiten für / qs, Vass di, V11 d entsprechen. 


Wir erhalten so vier Doppeltangenten, deren Gleichungen 
lauten: 
| daa 433 T1 433 411 To +Y Gir dz Tg = Qog Ty T Agy 22 Ajg Bg 
J 33 41 —} 33 411 2+Ya,, dz T3 423 Ly -F Gy; To ＋ dl Dg 
Y aoa G33 41 HHY a33 411 22 — 0 411 d Tg ds Ly -F dg Tg di Ta 
Der Fr 5 
Va A33 Ty —Y azg 411 To — Y lir d Tg = dg Ty F agi T2 dl s 


Werden die Gleichungen der vier Doppeltangenten 
zur Abkürzung durch 61 = O, G =, G = 0, 6. = 
bezeichnet, so kann die Gleichung der rationalen Kurve 
vierter Ordnung dargestellt werden durch 


(3) 1 ＋ G+ % ＋ G = O, 
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woraus durch dreimaliges Quadrieren die rationale Form 
hervorgeht 
(£) {iG — G) + (Gs — A)? — 4 (G, C + Cs 600% 
= 64 G1 C Gz G 
Dies kann man durch die Umformung von (4) in (1) 
mittels der Werte von G1, Ga, @,, G, bestätigen. 
Der durch die geschweifte Klammer dargestellte 
Kegelschnitt 
Ele, — E;) + (Ge — 6% — 4 (G, Ga + 6 G) = 0 
geht durch die acht Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten (vgl. S. 82, 83). 
Durch Ausquadrierung und Zusammenziehung erhal- 
ten wir aus (4) 
UG, — 60 + (6, 60, | 
— 8[(6, — Gs) + (G — G4) (G, Ga + Gs G.) 
＋ 16161 Ga — 6 GP = 0 
ler ((, 690 + (6, 60 
— 8[(6, — 6) + (Ga — 6% (CiC + Gs Gu) 
＋ 16061 — Gs) Ga + (Ga — 64 Cs = 0 
In dieser Gleichung kommen nur Glieder vor, die ent- 
weder (G, — G3)?, (Gi — 65) (Ga — G4) oder (G — G0 
enthalten, wodurch der Punkt 
{ C1 — 63 2 0 
2 — C4 = 0 
als Doppelpunkt der Ci nachgewiesen ist. 
Da die Gleichung des Kegelschnitts ® sich auch in 
den beiden Formen schreiben läßt 
[(i — Ga) + (Cs 601 — 4 (C +% G) = 0 
und 
(En — 0 + (6 — G)? — 4 (G, Ga + 65 G) = 0, 
8* 
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so folgt auf dieselbe Weise wie vorhin, daß auch die Punkte 
em 35 
6 — G. = 0 G — 63 = 0 
Doppelpunkte der Kurve sind. 

Einem die Seiten des Fundamentaldreiecks berühren- 
den Kegelschnitt K entspricht eine C mit drei Spitzen, 
also eine Kurve vierter Ordnung dritter Klasse (Ci). Die 
Gleichung eines solchen Kegelschnitts K lautet 

K = (e) i ＋ (cz Ta) + (cs as) = 0 
11 ＋ 0 ＋ ch — 20,92% 
— 2 Cg ch Ta Tg — 2 Cg Ci Tg —0, 
wovon man sich durch zweimaliges Quadrieren überzeugt. 


Die diesem Kegelschnitt — C, mit drei 
Spitzen hat dann die Gleichung 


FR 


oder, nach Änderung der Konstanten 
(am) iz = ＋ (t 28) = 0. 

Durch zweimaliges Quadrieren erhalten wir hieraus 

für die C, mit drei Spitzen die Gleichung 
Rat JA c a E ie n, 2 4 À Ii c Eo Tg 
— 2 N un 2, 2 1% N He g = O 

Bestimmen wir die Tangenten in den Doppelpunkten, 

so ergibt sich z. B. für den Punkt 


{ 1 =0 
* = 0 
aus den Gleichungen () S. 113 mit a, , a, = U? XÊ, 


agg = x? A, ai = , gg =X ÀU, dis SHA 
5 21% Net e t , = 0 oder (xm — J = 


oder 
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Da die beiden Tangenten im Doppelpunkt zusammen- 
fallen, so sehen wir, daß der Doppelpunkt ein Rückkehr- 
punkt und die Gerade x z, — Az, = 0 Rückkehrtangente 
ist. Analog erhalten wir die Rückkehrtangenten in den 
beiden anderen Doppelpunkten; die drei Rückkehrtangen- 
ten haben die Gleichungen 
zu — Àt = O, J - un = O, u, — xn =0. 
Hieraus ist ersichtlich, daß sie durch einen Punkt gehen, 
dessen Koordinaten das Abstandsverhältnis haben 


BR: Dar) 
Tyi 4 4 = J „ 4 


Wird das Fundamentaldreieck gleichseitig und ist K 
dessen Inkreis, so erhalten wir die dreiachsig-symme- 
trische „Steinersche Hypozykloide“ (Fig. 42). 

Sie kann in folgender Weise konstruiert werden: Auf der 
Peripherie eines Kreises vom Radius OA=r bewegen sich 
von A aus in entgegengesetzter Richtung zwei Punkte Q 
und R, so daß R die doppelte Geschwindigkeit hat wie . 
Die Hüllkurve von QR ist die Steinersche Kurve. Sie ist 
auch der Ort eines Peripheriepunkts P eines Kreises vom 
Radius r (Mittelpunkt O0’), der auf einem Kreis mit Radius 
3r (Mittelpunkt O) rollt, ohne zu gleiten. Die Kurve ge- 
hört deshalb zur Gattung der Hypozykloiden. 

Ist AO OH S ꝙ, so erhalten wir für die Koordinaten von 


P, da Re, N erh nr 


2 gun 
* =r cos + 27 n f ein g 
y=rsing + 27 ein g cos g 
de 
N x = 2r cos — r cos 2 g 
0) 3 d 


Die Elimination von ꝙ ergibt die Gleichung 
(2) ( ＋ yF + 8ra 3% ＋ 18r (1 +y) 277 , 
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Fig. 42. 


die auch in der Form geschrieben werden kann: 
(3) (* ＋ 7 — 1214 ＋ 97) ＋ 471 (2 — 83r =0. 

Die Gleichung (3) zeigt, daß die (in Fig. 42 nicht einge- 
zeichneten) Schnittpunkte des Kreises 
Kz + — 12 1 ++ 9 r = ( - 67 +y — (3737) =0 
mit der Geraden 2% — 31 = 0 Spitzen sind, d. h. die Punkte 


(dr, 475) 


Die dritte Spitze liegt auf der æ-Achse, denn mit y = 0 
ergibt sich 

O = x+ + 8r æ’ + 18r? x - 27 = = (x - ν 3; 
d. h. der Punkt (—3r, O ist Rückkehrpunkt mit y = Q als 
Rückkehrtangente. Man überzeugt sich noch leicht, daß die 
drei Rückkehrpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden. 
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Aus (2) folgt für die Gleichung der Tangente PQ 


AENA 
* Sin- 2 + y cos 2 =r sin 2 
deren Achsenabschnitte 
sin cost 
2 2 ; 
u ———5— v=——— sind. 
r n? r sin 3o 
2 2 


Die Elimination von ꝙ ergibt hieraus als Gleichung der 
Steinerschen Kurve in Linienkoordinaten 


u? + r =r o (3 u? — v), 
womit erwiesen ist, daß die Kurve von der dritten Klasse ist. 
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Unter einer bizirkularen Kurve vierter Ordnung ver- 
stehen wir eine Kurve, bei der zwei Doppelpunkte in die 
unendlich fernen Kreispunkte der Ebene fallen. Ihre 
Gleichung hat in homogenen Punktkoordinaten die Form 


( ＋ 0% ＋ (a ＋ pyle + y?) o 
(1) eee een 
＋ 2 q yw + 433 , = O 
Aus der Gleichung (1) ist ersichtlich, daß die beiden 
imaginären unendlich fernen Punkte 


+ y? = 
í d] 


Doppelpunkte der Kurve sind; die Kurve verläuft also 
ganz im Endlichen. Verschiebt man sie derart, daß der 


Punkt ( i 40 in den Ursprung kommt, so wird aus (1), 


da man = und y durch = — f, y — Ê an ersetzen hat, 
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(2) g +y) + baT? 2 512 T) ＋ 622 y? 
+ 25136 1 + 2 523 / + 5332 0 

Dieser Punkt heißt der Fundamental punti der bizir- 
kularen Kurve. Führt man Polarkoordinaten ein, so lautet 
die Gleichung der Kurve 

94 + (6511 Co + 2 512 coso sing + bza sin? ꝙ) o? 

+ (2 bis cos + bes sing) o + bss = 0 . 
Da der Faktor von 03 = O ist, so folgt hieraus 
1 ＋ e T es te=. 

Sind also Pi, Pa, P;, P, die Schniütpunkte eines 
durch den Fundamental pun O gehenden Radiusvektors 
mit der Kurve, so ist 

O PI ＋ OF. ＋ OP ＋ OP. = O 
Die bekanntesten bizirkularen C sind: 
1. die spirischen Linien des Perseus: 
(S2 + y2)? -@ ＋ 52%) — k? = 0; 
2. die Cassinischen Kurven: 
(E 20 — aa — 50 — E= 0; 

3. die Cartesischen Ovale. 

(2? + y? — 2 1% — 12 (2 ＋ 9) — = 

Für alle drei Kurven ist der Fundamental punkt (Ur- 
sprung) Mittelpunkt. 

In den beiden imaginären Kreispunkten 

* ＋ 7 a 
w = 0 
haben die Kurven 1. und 2. Doppelwendepunkte, die Kur- 
ven 3. Rückkehrpunkte). 


*) Näheres über diese Kurven findet der Leser in Wie- 
leitner I und Loria (L. V. 14 und 7). 
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§ 24. Rationale bizirkulare Kurven vierter 
Ordnung. 


Eine rationale bizirkulare Kurve vierter Ordnung muß 
noch einen dritten Doppelpunkt haben. Dieser kann 
nieht auf der unendlich fernen Geraden liegen, da die 


Fig. 43. 


C, sonst zerfallen müßte. Ist (x, f) der dritte Doppel- 
punkt, so lautet die Gleichung der Kurve 
(* ＋ 5% ＋ (dæ ＋ e ＋ 10 ＋ 4 — a)? 
+b = a)y — f) + ey — = O 

Verschiebt man die Kurve parallel, bis der Doppel- 
punkt Ursprung wird, ersetzt also x, y durch (æ + æ), 
(B + y), so erhält die Kurvengleichung die Form 
0% (+ y)+drtey)@+y)taz'+bzyrey—0. 
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isolierter Punkt | 
Der Doppelpunkt im Ursprung ist ein Rückkehrpunkt f 
je nachdem b? — 4ac 0. Doppelpunkt 


Diese Kurve transformieren wir vom Ursprung O aus 
durch reziproke Radien. Zu diesem Zweck führen wir 
in (1) Polarkoordinaten (g“, g) ein und erhalten 


Fig. 4. 


% { 0” + (deosp + esing) o 
+ (a cos? ꝙ + b cos ꝙ sing + sin? = O 
Ist (o, p) der zu (g“, p) inverse Punkt, so hat die 
inverse Kurve gemäß 
ogo =r? oder g = 


2 


do 


r 
; : D 
die Gleichung 
rt 4 7 72 
+ (cosp + esing) Z 


+ (acos?p + b cos ꝙ sing + sin? ) = 0 
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oder 0°(a cos? + b cosg sing + csin?o) 
+ro(desp+eing+r=0. 
Der Übergang zu Punktkoordinaten liefert 
(2) K=ax? + bsy + ＋ red h = O, 
also einen Kegelschnitt. 


Fig. 45. 


Da dieser Kegelschnitt nicht durch den Ursprung 
geht, so gilt der . 

Satz: Jede rationale bizirkulare C, ist Inverse eines 
Kegelschniits von einem nicht auf diesem liegenden In- 
versionszentrum AUS. 

Wie wir oben gesehen haben, ist der Ursprung, also 
das Inversionszentrum, Doppelpunkt der C, mit dem 
Tangentenpaar as? +bxzy—+cy?=0. Daraus folgt: 

isolierter Punkt 
Der Doppelpunkt O ist ein Rückkehrpunkt | je nachdem 
Doppelpunkt 
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Ellipse 
52 — 44 SO, d. z. K eine Parabel | isi. (Vgl. Fig. 
ži Hyperbel 
44—47.) au 


Liegt das Inversionszenirum O im Brennpunkt F, 
so ist die kartesische Gleichung von K in Polarkoordli- 


Fig. 46. 


naten mit dem Brennpunkt als Pol und der Kegelschnitts- 
achse als Achse des Polarsystems 


7 p 
e 1+ cos 
Ellipse 
wo p der Parameter und K eine Parabel | darstellt, je 
Hyperbel 


nachdem 281 - Die inverse Kurve hat dann wegen 
00’ = r? die Gleichung 
68) e p =r? (1+ e cos ꝙ) 
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oder in Punktkoordinaten 
O Les Leb rey). 
Die beiden Kreispunkte sind jetzt Rückkehrpunkte, 
was sich aus der homogenen Gleichung der Kurve 
(40 Ir (* + % — 2 7? p 2 ＋ y?) w 
+ re 5 2 — 60 =0 


Fig. 47. 


ergibt. Außerdem zeigt Gleichung (4°), daß die Kurve 
isolierten Punkt 

im Ursprung einen Rückkehrpunkt | hat, wenn = ee 
Doppelpunkt 
Ellipse 

d.h. wenn K eine Parabel | ist. 
Hyperbel 

Im ersten und dritten Fall (e S1) ist die Kurve eine 
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Pascalsche Schnecke (Fig. 51 u. 48), im zweiten Fall 
(e = I) eine Kardivide (Fig. 50)*). 
Diese Kurven gehören zur Gattung der Kreiskonchoiden 


und lassen sich auf folgende Weise erzeugen: Auf der Peri- 
pherie eines Kreises K liegt Punkt O (Fig. 49). Auf jedem 


Fig. 48. \ 
Radiusvektor OP wird eine konstante Strecke PQ =] ab- 


getragen. Der Ort der Punkte Q ist eine Pascalsche Schnecke. 
Ist OM = A Polarachse und {MOP=», so wird 


o=0Q=0P+ PQ. 
Damit haben wir als Polargleichung der Pascalschen Schnecke 
e=2Rcosp +i . 
und +y — 2 R ) = P (Y . y3) 
) Die Konstruktion der Kurven durch Inversion ist nur 
in Fig. 48 durchgeführt. 
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als Gleichung der Kurve in Punktkoordinaten, die mit (4) 
er? a 

identisch ist, wenn R = 25 

isolierter Punkt 

Rückkehrpunkt }, je nachdem IS2R. Dies folgt aus 

Doppelpunkt 

dem Aggregat der Glieder niederster Ordnung in der Glei- 

chung der Kurve 


(+ 7) — 4 E ( +) —[P—42)2 ＋ % = 


l -7 ist. Der Ursprung ist 


Fig. 49. 
Die Gerade x + 8 =Q ist Doppeltangente. was aus der 
Kurvengleichung in der Form HEET 

( —222-5) = BRa+R) 


hervorgeht. 

Liegt das Inversionszentrum im Mittelpunkt der Ellipse 
bzw. der Hyperbel x y 
ap: 
so erhalten wir aus der Polargleichung 

a? bè 
0° = .——— nn 
= b? cos? e + a sin; 
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und der Transformationsgleichung g r für die trans- 
formierte Kurve nach einfacher Rechnung 
60 atb (ay E r. (bs c . ar %) 

Im Fall der Ellipse ist der Ursprung isolierter Punkt 
(Fig. 44), im Fall der Hyperbel Doppelpunktwendepunkt mit 
den Asymptoten als Wendetangenten (Fig. 47). 

Die Kurven (5) heißen elliptische bzw. hyperbolische 
Lemniskaten von Booth. 


Fig. 50 und 51. 


Für a=b wird die Hyperbel gleichseitig und wir er- 
halten die Bernoullische Lemniskate (Fig. 52) 


60 at (r y) = ri ( 7) . 


Alle diese Kurven haben drei Doppelwendepunkte: einen 
reellen im Ursprung und zwei in den unendlich fernen Kreis- 
punkten, was aus der homogenen Kurvengleichung ohne wei- 
teres zu entnehmen ist. 

Setzen wir in der Gleichung der Lemniskate von Bernoulli 

4 [S 
5 en und ist in Fig.52 OM, = 0M, = * 


jeden Kurvenpunkt P die Relation 
I P. I P 0M = 


50 gilt für 
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denn es ist 


EP. MP = 6— 2724 le +) 


2 2 
= (e+p i teava) +y cal?) 


4 
e e 26a 1 


Fig. 52. 
Woraus mit Berücksichtigung der Kurvengleichung 
, ; E yF = E (e y’) 
sich ergibt 
4 
LPS. PB T 
oder 62 
P- = 2 OA 
Setzen wir Pei: MP=o,, so 
Relation 


die auch die Gleichung der Kurve in Bipolarkoordinaten ist. 
Beutel, Algebraische Kurven II. 


9 
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Wir führen noch kurz eine Konstruktion der Bernoulli- 
schen Lemniskate an, deren Beweis wir dem Leser überlassen. 
Ist B. B. eine beliebige der im Kreis mit Radius OM, zu 
OM, senkrechten Sehnen, so schneidet der über B. B. als 
Durchmesser beschriebene Kreis den um B, (bzw. B.) mit 
Radius OB, (bzw. O B.) beschriebenen Kreis in vier Punkten 
der Lemniskate. 

Wie die rationalen zirkularen Cz lassen sich auch die 
rationalen bizirkularen ©, als Fußpunktkurven auf- 
fassen, nur daß hier die Grundkurven Ellipsen und 
Hyperbeln sind, während es dort Parabeln waren. Dies 
kann ganz einfach auf folgende Weise geschehen: Zu 
einem Punkt P des Kegelschnitts X können wir den ent- 
sprechenden Punkt P’ der Inversen in der Weise kon- 
struieren, daß wir die Polare p von P in bezug auf den 
Inversionskreis mit OP schneiden (Fig. 43). Durchläuft 
nun P den Kegelschnitt X, so umhüllen die Polaren p 
einen zweiten Kegelschnitt K). Der Ort der Punkte P“, 
d. h. die rationale bizirkulare Ci, ist also nichts anderes 
als die Fußpunkikurve von K’ in bezug auf den Pol O. 
Diese berührt offenbar K’ in den vier gemeinsamen 
Punkten, wie dies Fig. 43 auch zeigt. 


In den Figuren 49, 50 und 51 sind die Pascalsche 
Schnecke und die Kardioide auch als Fußpunktkurven eines 
Kreises K’ vom Pol O aus dargestellt, der in Fig. 49 außer- 
halb K’, in Fig. 50 auf K’ und in Fig. 51 innerhalb K’ liegt. 

Um nun die verschiedenen Formen zu erhalten, welche 
die rationalen bizirkularen Kurven vierter Ordnung an- 
nehmen können, nimmt man den Inversionskreis fest und 
bringt X in verschiedene Lagen. Man hat dann drei 
Haupifälle, je nachdem K eine Ellipse, Parabel oder 


) Vgl. hiefür z. B. Salmon- Fiedler, Anal. Geom. der 
Kegelschnitte, 2. Teil, § 401. 
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Hyperbel ist, wobei O entweder innerhalb oder außerhalb 
K liegen kann“). 

Wir erhalten so sechs verschiedene Typen, die in 
den Fig. 43—48 dargestellt sind. In den Fig. 43 u. 44 
ist K eine Ellipse, in den Fig. 45 u. 46 eine Parabel und 
in den Fig. 47 u. 48 eine Hyperbel. 

Daß die bizirkularen rationalen ©, Fußpunktkurven 
der Mitielpunktskegelschnitte sind, wollen wir jetzt auch 
noch mittels Rechnung darlegen. Die Grundkurve sei 
die Ellipse 

= Hs 
atp 1=0; 
die Gleichung der Tangente mit gegebenem Richtungs- 
faktor m lautet 
y-mz-)Y 

Das vom Pol (x, 5) darauf gefüllte Lot hat die 

Gleichung 


— 
me a? + b. 


8 
y— E-. 


Die Elimination von m aus diesen beiden Gleichungen 
gibt 
(J) etaha r Bνe - aeg bh) = 
als Gleichung der gesuchten Fuß punktkurve. Aus der 
homogenen Form der Gleichung (7) 


7% E- Ee las (x- = Nb Bo? 


*) Liegt das Inversionszentrum O auf K, d. h. ist in den 
Gleichung 2 (S. 123) = 0, so erhalten “wir als Inverse 
von K eine rationale zirkulare Kurve dritter Ordnung (vgl. 
S. 77f); man kann diese als spezielle bizirkulare C. ansehen, 
da sie zusammen mit der unendlich fernen Geraden ebenfalls 
eine Kurve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in den un- 
endlich fernen Kreispunkten darstellt. 


g* 
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ersieht man, daß die Punkte 


on, a 
d 
{ 0 = un WB 


Doppelpunkte sind, d. h. die Fußpunkikurven der Mittel- 
punkiskegelschnitie sind bizirkulare rationale Kurven vier- 
ter Ordnung. Diese Kurven haben drei Doppelpunkte, 
einen im Pol und zwei in den unendlich fernen Kreis- 
punkten. Der im Pol liegende Doppelpunkt ist ein 


reeller Doppelpunkt außerhalb 
isolierter Punkt l, je nachdem der Pol auf | 
Rückkehrpunkt innerhalb 


der Grundkurve liegt. 

Für die Hyperbel erhalten wir als Fußpunktkurve, 
wenn wir in (7) statt ＋ 52 den Wert — 52 setzen: 
(8) +y — (e s+ E = la? (e ) 55 (502 


Geben wir dem Pol besondere Lagen, oder nehmen 
wir spezielle Kegelschnitte an, so bekommen wir ausge- 
zeichnete Arien der Fußpunktkurven. 


I. Der Kegelschnitt sei die Ellipse 
5 
a 2 L. 
1. x = , 6 = O: (* +y?) =a? 52% 
(elliptische Lemnis hate von Booth). 
2. & = ha be, 6 =: (+yY)(a-y—a)—=0 
(Scheitelkreis der Ellipse). 
3. x a, 6 = O: ( ＋ - ar)? =a? (z - a ＋ 52% 
Pascal sche Schnecke). 
Mit a = b wird die Ellipse zum Kreis. 
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Setzen wir z. B. 6 = 0, so erhalten wir 
( + y? al ce + byè 
(Pascalsche Schnecke). 
Liegt der Pol auf der Peripherie und ist z. B. & a. 
5 = O, so erhalten wir 
@+ y? — aa)? = arle — a) + 9°, 
oder, wenn man x — a durch æ ersetzt, was einer Ver- 


schiebung der Kurve in Richtung der positiven z-Achse 
um a entspricht, 


(0? + y? + aa)? = a (a? + g) 


(Kardioide). 
IL Der Kegelschnitt sei die Hyperbel 
z? y? 
r 


1. 4 = O, 6 = O: (z? + %% = d — 52% 
(hyperbolische Lemnis tate von Booth). 
2. K y 42 42 ＋ be, 5B = O: +) +y—e)—=0 
(Scheitelkreis den Hyperbel). 
3. K a, 6 =: (2 ＋ 2 q = a (2 — a)? — b? y? 
(Pascalsche Schnecke). 
Wird die Hyperbel gleichseitig, ist also «=b, so 
erhalten wir für 
* = O, B= O: +)? = a (A — y’) 
(Lemniskate von Bernoulli), für 
* a, 6 = O: (v2 ＋ 2 — az) = d= — a)? — % 
(Tard ioide). 


Register. 
(Die beigesetzten Zahlen geben die Seiten des Buches an.) 
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! 16 Abb. Nr. 195. 

Analyſis, Höhere, I: Differentials 

rechnung. Von Dr. Frdr. Junker, 

Rektor des Realgymnaſiums u. der 

Oberrealſchule in Göppingen. Mit 

63 Figuren. Nr. 87. 

— — Repetitorium und Aufgaben: 
ſammlung zur Differentialrech⸗ 
nung von Dr. Frdr. Junker, Rektor 
d. Realgymnaſ. u. d. Oberrealſch. in 
Göppingen. Mit 46 Fig. Nr. 146. 


im > Tert. 


2 1 


Analyſis, Höhere, u: 
nung. Von 
Rektor des Re 


Integ ralrech · 


riedr Junker, 


EDT. 


89 Figuren. 


ſammlung zur Integralrechnung 

v Dr. Friedr. Sumier, Rekt. d Real- | 

symng}. und Der Sberreclig chule in 

Göppingen. Mit 50 Fig. Nr. 147. 

Sporer in Ehingen. Mit 5 Fig. 
Nr. 53. 

Arbeiterfrage, Die gewerbliche, von 


Werner Sombart, Prof. an der 
Handelshochſchule Berlin. Nr. 209. 

Arbeiterverſicherung ſiehe: Sozial 
verſicherung. 


Archäologie von Dr. Friedrich Koepp, 
Prof. an der Univerſität Münſter 
i. W. 3 Bändchen. M. 28 Abb. im 
Tert u. 40 Tafeln. Nr. 538/40. 
Arithmetik u. Algebra von Dr. Herm. 
Schubert, Prof. a. d. Gelehrten- 


ſchule des Johanneums in Ham⸗ 


burg. Nr. 47. 

— — Beiſpielſammlung zur Arith⸗ 
metik und Algebra von Dr. Herm. 
Schubert, Prof. a. d. Gelehrten⸗ 
ſchule des Johanneums in Gam- 
burg. Nr. 48. 

Armeepferd, Das, und die Verſorgung 
der modernen Heere mit Pferden v. 


Felix von Damri, Gen eral der 
Kavallerie z. D. u. ehemal. Preuß. 


ee, ee Nr. 514. 


Armenweſen und Armenfürſorge. 


Einführung in d. ſoziale Hilfsarb 
v. Dr. Adolf Weber, Prof. an der 
Handelshochſchule in Köln. Nr. 346. 
Arzneimittel, Neuere, ihre Zuſam⸗ 
menſetzung, Wirkung und Anwen- 
dung von Dr. med C. Bachem, 
Profeſſor der Pharmakologie an 
der Univerjität Bonn. Nr. 669. 
Aſthetik, Allgemeine, von Prof. Dr. 
Mar Diez, Lehrer a. d. Kgl. Akademie 
d. bild. Künſte in Stuttgart. Nr. 300. 
Aſtronomie. Größe, Bewegung u. Gni- 
fernung der Himmelskörper v. A. F. 
Möbius, neu bearb. von Dr. Herm. 
Kobold, Prof. an der Univerſität 
Kiel. I: Das Planetenſyſtem. Mit 
33 Abbildungen. Nr. 11. 
— — II: Kometen, Meteore u. das 
Sternſyſtem. Mit 15 Figuren und 
2 Sternkarten. Nr. 529. 


— Repetitorium und Aufgaben⸗ 


Niedere, von Prof. Dr. Benedikt 


Aſtronomiſche Geographie von Dr. 
Siegm. Günther, Profeſſor an der 


Techn hen Hochſchule in München. 
Mitt 52 Abbeldungen. Nr. 92. 


Aſtrophyſik. Die Beſchaffenheit der 
H r deen v. Prof. W. F. 
| Wislicenus. 
H 


Neu bearbeitet don 
Dr. H. Ludendorff in Potsdam. 


Mit 15 Abbild. Nr. 91. 
Atheriſche Ole und Riechſtoffe von 
H Dr F. Rochuſſen in Miltis. Mit 
H 9 Abbildungen. Nr. 446. 
Aufſatzentwürfe v. Oberſtudienrat Dr. 

L. W. Straub, Rektor des Eberhard⸗ 

Ludwigs⸗Gymnaſ. i. Stuttg. Nr. 17. 
Ausgleichungsrechnung nach der Me⸗ 

thode der kleinſten Quadrate von 

Wilh. Weitbrecht, Prof der Geo⸗ 

däſie in Stuttgart. 2 Bändchen. 

Mit 16 Figuren. Nr. 302 u. 641. 
Außereuropäiſche Erdteile, Länder⸗ 

kunde der, von Dr. Franz Heiderich, 

Profeſſor an der Exportakademie in 

Wien. Mit 11 Terifärihen und 
Profilen. Nr. 63. 

Auſtralien. Landeskunde u. Wirt⸗ 
ſchaftsgeographie des Feſtlandes 
Auſtralien von Dr. Kurt Haſſert, 
Prof. d. Geographie an d. Handels 
Hochſchule in Köln. Mit 8 Abb., 
6 graph. Tab. u. 1 Karte. Nr. 319. 
fn Schweiß⸗ und Schneid⸗ 

verfahren von Ingen. Hans Nieſe 
j in Kiel, Mit 30 Figuren. Nr. 499. 
| Bades u. Schwimmanſtalten, Offent⸗ 

liche, v. Dr. Karl Wolff, Stadtober 

baur., Hannover. M. 50 Fig. Nr. 380. 
Baden. Badiſche Geſchichte von Dr. 

Karl Brunner, Prof. am Gymnaſ. 

in Pforzheim u. Privatdozent der 

Geſchichte an der Techniſchen Hoch⸗ 

ſchule in Karlsruhe. Nr. 230. 
— Landeskunde von Baden von Prof. 

Dr. O. Kienitz i. Karlsruhe. Mit 

Profil., Abb. u. 1 Karte. Nr. 199. 
Bahnhöfe. Hochbauten der Bahnhöfe 

v. Eiſenbahnbauinſpekt. C. Schwab, 

Vorſtand d. Kgl. E.⸗Hochbauſektion 

Stuttgart II. I: Empfangsgebäude. 

Nebengebäude. Güterſchuppen. 

Lokomotivſchupven. Mit 91 Ab⸗ 

bildungen. Nr. 515. 
Balkanſtaaten. Geſchichte d. chriſt⸗ 

lichen Balkanſtaaten (Bulgarien, 
Serbien, Rumänien, Montenegro, 
Griechenland) von Dr. K. Roth in 
Kempten. Nr. 331. 


| 


Bankweſen. Technik des Bankweſens 
von Dr. Walter Conrad, ſtellvert. 
Vorſteher der ſtatiſt. Abteilung der 
Reichsbank in Berlin. Nr. 484. 
Bauführung. Kurzgefaßtes Handbuch 
über das Weſen der Bauführung v. 
en Emil Beutinger, Affiſtent an 
b. Techn. Hochſchule in Darmſtadt. 

M. 25 Fig. u. 11 Tabell. Nr. 399. 
e Die, des Abendlandes v. 
Dr. K. Schäfer, Aſſiſt. a. Gewerbe⸗ 
— Bremen. Mit 22 Abb. 
kr. 74 i 

— des Schulhauſes v. Prof. Dr.-Ing. | 
Ernſt . Darmſtadt. I: Das 
Schulhaus. M . 38 Abb. Nr. 443. 

— — II: Die Schulräume — Die. 
Nebenanlagen. M. 31 Abb. Nr. 444. 

Bauſteine. Die Induſtrie der künſt⸗ 
lichen Bauſteine und des Mörtels 
von Dr. G. Rauter in Charlotten⸗ 
burg. Mit 12 Tafeln. Nr. 234. 

Bauſtoffkunde, Die, v. Prof. $. Haber⸗ 
ſtroh, Oberl. a. d. Herzogl. Bau⸗ 
gewerkſchule Holzminden. Mit 
36 Abbildungen. Nr. 506. | 

Bayern. Bayeriſche Geſchichte von 


r. Hans Ockel in Augsburg. 
Nr. 160. 
— Landeskunde des Königreichs 
Bayern v. Dr. W. Gög, Prof. a. d. 
Sal. T 7 Arch 


Jé 
Abb. u. 


1.1 Karte. Nr. 176. 


M. Profil., | 


Befeſtigungsweſen. Die geſchichtliche 
Enwicklung des Befeſtigungs⸗ 
weſens vom Aufkommen der 
Pulvergeſchütze bis zur Neuzeit 
von Reuleaux, Major b. Stabe d. 
1. Weſtpreuß. Pionierbataill. Nr. 17. 
Mit 30 Bildern. Nr. 569. 

Beſchwerderecht. Das Disziplinar⸗ u. 
Beſchwerderecht für Heer u. Ma⸗ 
rine v. Dr. Mar E. Mager, Prof. 
a. d. Univ. Straßbn urg i. E. Nr. 517. 

Betriebskraft, Die zweckmäßigſte, von 
Friedr. Barth, Oberingen. in Nürn⸗ 
berg. 1. Teil: Einleitung. Dampf⸗ 
Treftanlagen. Verified. rafi- 
maſchinen. M. 27 Abb. Nr. 224. 

— — II: Gas-, Waſſer⸗ u. Wind⸗ 
Kraftanlagen. M. 31 Abb. Nr. 225. 

— — III: Elektromotoren. 5 
koſtentabellen. Graph. ell. 
Wahl d. Betriebskraft. M. 2 27 7 455. 
Nr. 474. | 
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Bewegungsipielen. Dr. E. Soßlrauſch, 
Prof. am Kgl. Kaiſer Bügeln 
Gymn. zu Hannover. M. 15 


Nr. 96. 
Bleicherei. Textil⸗Induſtrie III: 
Wäſcherei, Bleicherei, Färberei 


und ihre Hilfsſtoffe v. Dr. Wilh. 
Maſſot, Prof. a. d. Preuß. höh. 
Fachſchule für Textilinduſtrie in 
Krefeld. Mit 28 Fig. Nr. 186. 
Blütenpflanzen, Das Syſtem der, mit 
Aus ſchluß der Gymno ſpermen von 
. R. Pilger, Kuſtos am Kgl. Bo⸗ 
daniſchen ( Garten in Berlin-Dahlem. 
Mit 31 Figuren. Nr. 393. 

Bodenkunde von Dr. P. Vageler in 
Königsberg i. Pr. Nr. 455. 

Bolivia. Die Cordillerenſtaaten von 
Dr. Wilhelm Sievers, Prof. an der 

Univerſität Gießen. I: Einleitung, 

Bolivia u. Peru. Mit 16 Tafeln 
u. 1 lithogr. Karte. Nr. 652. 

Brandenburg. ⸗Preußiſch 
von Prof. Dr. M. Thar 
des Kaiſer Wilhelm "Em 
in Montabaur. Nr. 600. 

Braſilien. Landeskunde der Republik 
Braſilien von Bel Rodolpho von 
on 5. Mit 12 Abbildungen und 

Nr 373. 

rang een Mälzerei von Dr, 
Paul Dreverhoff, Dir. der Brauer · 
u. Mälzerſchule zu Grimma. Mit 
16 Abbildungen. Nr. 303. 

Britiſch⸗Nordamerika. Landeskunde 
von Britiſch⸗Nordamerika v. Prof. 

r. A. Oppel in Bremen. Mit 
13 Abb. und 1 Karte. Nr. 284. 
Buch führung in einfachen u. doppel⸗ 
ten Poſten v. Prof. Rob. Stern, 
Oberl. d. Offentl. Handelslehranſt. 
u. Doz. d. Handels hochſchule zu 
Leipzig. M. vielen Formul. Nr.115. 

Buddha von Profeſſor Dr. Edmund 
Hardy. Nr. 174. 

Burgenkunde, Abriß der, von Hofrat 
Dr. Otio Piper in Tumma Mit 
30 Abbildungen. Nr. 1 

ä Geſetzbuch he: Recht 


Byzantiniſches Reich. Geſchichte des 
bnzantiniſchen Reiches von Dr. 
K. Roth in Kempten. Nr. 190. 


Chemie, Allgemeine u. phyſikaliſche, 


von Dr. Max Rudolohi, Prof. an 
der T Techn. Hochſchule in Darmſtadt. 
Mit 22 Figuren. Nr. 71. 


1 


Chemie, Analntiiche, vor n Dr. „gohannes 3 


Hoppe m München 


sA 


57. 
Geſchichte der, von Dr. Hugo 
Bauer, Aji m femijen Labo- 
ratorium der Kgl. Techn. Hochſchule 
Stuttgart. I: Von den Alteſten 
Zeiten vis 3 e e ee 
von Savolſter. Nr. 26. H 
— II: Von Laboiſter bis 
Gegenwart. Nr. 265. Í 
der Koh lenſtoffverbindungen von 
Dr. Hugo Bauer, Aiſiſtent am 
chem. Laboratorium d. Kgl. Techn. 
Hochſchule Stuttgart. I. II: Alba 
tie Verbindungen. 2 Teile. 
Nr. 191. 192. 
— III: Karbochkliſche Verbindun | 
gen. Nr. 193. | 
i 


Zur 


— IV: . Verbindun ⸗ 
gen. Nr. 1 
Organiſche, Bar Dr. Soj. Klein in f 
Mannheim. Nr. 38. H 
Pharmazeutiſche, von Privat | 
dozent Dr. E. Mannheim in Bonn. 
4 Bändchen. Nr. 543/44, 588 u. | 
682. 
Phyſiologiſche, von Dr. med. A. | 
Sesagn i n Berlin. I: Affimilation. j 
Mit 2 2 Tafeln. f 
— Il: Difemiation. M. 1 Tafel. 
Nr. 241. 
Toxikologiſche, von Privatdoz 
Pr E. Mannheim in Bonn. 
6 Abbildungen. Nr. 465. H 
Chemiſche Induſtrie, Anorganiſche, 
von Dr. Guſt. Rauter in Charlot⸗ 
tenburg. I: Die Leblancſoda⸗ 
induſtrie und ihre Nebenzweige. 
Mit 12 Tafeln. Nr. 205. 
— — I: Salinenweſen, Kaliſalze, 
Düngerinduſtrie u. Verwandtes. 
Mit 6 Tafeln. Nr. 206. 
— — III: Anorganiſche 3 
Präparate. M. 6 Taf. Nr. 2 
Chemiſche Technologie, eee 
von Dr. Guſt. Rauter in Char⸗ 
lottenburg. Nr. 113. 
Chemiſch⸗Techniſche Analyſe von Dr. 
Polptechn aaf, Suu der Ghosn 
olytechniſchen Schule in Zürich. 
Mit 16 Abbild. Nr. 195. 


ent 


Mit 


l 
| 
| 
= 
| 
| 
| 


Chriſtlichen Literaturen des Orients, 
Die, von Dr. Anton Baumſtark. 
I: Einleitung. — Das chriſtlich⸗ 


aramäiſche u > koptiſche Schrift⸗ 
z. 


Das chriſtl. arab. und das 

äthiop. Schrifttum. — Das chriſtl. 
Schrifttum d. Armenier und Geor⸗ 
gier. Nr. 528. 

Colombia. Die Cordillerenſtaaten 
von Dr. Wilhelm Sievers, Prof. 
an der Univerſität Gießen. I: 
Ecuador, Colombia u. Venezuela. 
Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. Karte. 
Nr. 653. 

Cordillerenſtaaten, Die, von Dr. Wil- 
helm Sievers, Prof. an der Uni« 
verſität Gießen. I: Einleitung, 
Bolivia u. Peru. Mit 16 Tafeln 
u. 1 lithogr Karte. Nr. 652. 

— — II: Ecuador, Colombia u. Bene- 
auela. Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. 
Karte. Nr. 653. 

Dampfkeſſel, Die. Kurzgefaßtes Lehr ⸗ 

buch mit Beiſpielen für das Selbſt 

ftudium u. den praktiſchen Gebrauch 
von Oberingenieur Friedr. Barth 
in Nürnberg. I: Keijeliniieme und 

Feuerungen. Mit 43 Fig. Nr. 9. 

— II: Bau und Betrieb der 

Dampfkeſſel. M. 57 Fig. Nr. 521. 

Dampfmaſchinen, Die. Kurzgefaßtes 

Lehrbuch mit Beiſpielen für das 

Selbſtſtudium und den praktiſchen 

Gebrauch von Friedr. Barth, Ober⸗ 

ingenieur in Nürnberg. 2 Bdchn. 

I: Wärmetheoretiſche und dampf · 

echniſche Grundlagen. Mit 64 Fig. 


Nr. 8. 

— — II: Bau und Betrieb der 

a a Mit 109 Fig. 
T. 572. 

Dampfturbinen, Die, ihre Wirkungs- 
weiſe u. Konſtruktion von Ingen. 
Herm. Wilda, Prof. a. ſtaatl. a 
nitum in Bremen. Mit 104 
Nr. 274. 

Des infektion von Dr. M. Chriſtian, 
Stabsarzt a. D. in Berlin. Mit 
18 Abbildungen. Nr. 546. 

Determinanten von P. B. Fiſcher, 
Oberl. a. d. Oberrealſch. 3. Groß⸗ 
Lichterfelde. Nr. 402. 

Deutſche Altertümer von Dr. Franz 
Juhſe, Dir. d. ſtädt. Muſeums in 
Braunſchweig. M. 70 Abb. Nr. 124. 
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Deutſche Fortbildungs ſchulweſen, Das, 


nach ſeiner geſchichtlichen Entwick⸗ 


lung u. in feiner gegenwärt. Geſtalt 
von H. Siercks, Reviſor gewerbl. 
Fortbildungsſchulen in Schleswig. 
Nr. 392. 


Deutſches Fremdwörterbuch von Dr. 


Rud. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 273. 
Deutſche Geſchichte von Dr. F. Kurze, 
Prof. a. Kgl. Luiſengymnaſ. in 


Berlin. I: Mittelalter (bis 1519) 


Nr. 33. 


und der Religionskriege (1517 bis 
1648). Nr. 34. 


den bis zur Auflöſung des alten 

Reichs (1648—1806). Nr. 35. 
— — ſiehe auch: Quellenkunde 
Deutſche Grammatik und kurze Ge 


ſchichte der deutſchen Sprache von 


Schulrat Prof. Dr. O. 
Dresden. Nr. 20. 
Deutſche Handelskorreſpondenz von 


Lgon 


Prof. TH. de Beau, Officier de 


Instruction Publique. Nr. 182. 
Deutſches Handelsrecht von Dr. Karl 


Lehmann, Prof. an der Uninerjität | 
Göttingen. 2 Bde. Nr. 457 u. 458. 


Nr. 32. 3 RE 
Deutſche Kirchenlied, Das, in jeinen 
charakteriſtiſchen Erſcheinungen 


ausgewählt v. D. Friedrich Spitta, 
Prof. a. d. Univerſität in Straß⸗ 
burg i. E. I: Mittelalter u. Re | 


formationszeit. Nr. 602. 


Deutſches Kolonialrecht von Prof. Dr. ! 


H. Edler von Hoffmann, Stubien- 


direktor der Akademie für kom⸗ 
munale Verwaltung in Düſſeldorf. 


Nr. 318. 
Deutſche Kolonien. 


Nr. 441. 
II: Das Süd ſeegebiet und Kiau⸗ 


tſchou von Prof. Dr. K. Dove. Mit 
16 Tafeln u. 1 lith. Karte. Nr. 520. 
III: Oſtafrika von Prof. Dr. K. 
Dove. Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. 


Karte. Nr. 567. 


K. Dove. Mit 16 Taf. u. 1 lithogr. 
Karte. Nr. 637. 


— II: Zeitalter der Reformation 


— IH: Som Weſtfäliſchen Fries 


I: Togo und 
Kamerun von Prof. Dr. K. Dove. 
Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. Karte. 


IV: Südweſtafrira von Prof Dr. 


Deutſche Kulturgeſchichte von Dr. 
Reing. Günther. Nr. 56. 
Deutſches Leben im 12. u. 13. Jahre 
hundert. Realkommentar zu den 
Bolis- u. Kunſtepen u. zum Minnes 
lang. Von Prof. Dr. Jul. Dieffen⸗ 
Bader in Freiburg i. B. I: Sffent⸗ 
liches Leben. Mit zahlreichen Ab⸗ 
bildungen. Nr. 93. 
— II: Privatleben. Mit zahl- 
reichen Abbildungen. Nr. 328. 
Deutſche Literatur des 13. Jahrhun⸗ 
derts. Die Epigonen d. höfiſchen 
Epos. Auswahl a. deutſchen Dide 
tungen des 13. Jahrhunderts von 
Dr. Viktor Junk, Aktuarius der 
Kaiſerlichen Akademie der Wiſſen ⸗ 
ſchaften in Wien. Nr. 289. 

Deutſche Literaturdenkmäler des 14. 
u. 15. Jahrhunderts. Ausgewählt 
und erläutert von Dr. Hermann 
Janßen, Direktor d. Königin Luiſe⸗ 
Schule in Königsberg i. Pr. Nr. 181. 

Deutſche Literaturdenkmäler des 16. 

Jahrhunderts. I: Martin Luther 

u. Thom. Murner. Ausgewählt u. 

mit Einleirungen u. Anmerkungen 

verſehen von Prof. G. Berlit, Ober⸗ 
lehrer am Nikolaigymnaſium zu 

Leipzig. Nr. 7. 

— II: Hans Sachs. Ausgewählt u. 

erläut. v. Prof. Dr. J. Sahr. Nr. 24. 

— III: Von Brant bis Rollen- 

hagen: Brant, Hutten, Fiſchart, 

ſowie Tierepos u. Fabel. Ausgew. 

u. erläut. von Prof. Dr. Julius 

Sahr. Nr. 36. 

des 17. und 18. Jahrhunderts bis 

Klopſtock. I: Lyrik von Dr. Paul 

Legband in Berlin. Nr. 364. 

— II: Proſa v. Dr. Hans Legband 

in Kaſſel. Nr. 365. 

Deutſche Literaturgeſchichte von Dr. 
Max Koch, Prof. an der Univerſität 
Breslau. Nr. 31. 

— der Klaſſikerzeit v. Carl Weitbrecht, 
durchgeſehen u. ergänzt v. Karl 
Berger. Nr. 161. 

— des 19. Jahrhunderts von Carl 
Weitbrecht, neu bearbeitet von Dr. 
Rich. Weitbrecht in Wimpfen. I. II. 
Nr. 134. 135. 

Deutſchen Mundarten, Die, von Prof. 
Dr. H. Reis in Mainz. Nr. 605. 
Deutſche Mythologie. Germaniſche 
Mythologie von Dr. Eugen Mogt, 
Prof. a. d. Univerſ. Leipzig. Nr. 15. 


Deutſchen Perſonennamen 


Die, v. Dr. Deutſches Wörterbuch v. Dr. Richard 
Rud. Kleinpaul i. Leipzig. Nr. 422. Loewe. Nr. 64. 
Deutſche Poetit von Dr. K. Borinski, Deutſche Zeitungs weſen, Das, von Dr. 
Prof. a. d. Univ. München. Nr. 40. Robert Brunhuber in Köln a. Rh. 
Senih Rea ganien. Dr. Rich ard Nr. 400. 
röder Prof a, D.Univeri, Heidel- Deutſches Zivilprozeßrecht von Prof. 
ers I: Biss. itielalier. Nr. 6 Dr. Bihelm Kisch in Straßburg 
— — U: Die Reuseit. Nr. 664. i E. 3 Bände. Nr. 428—430. 
m a Hans P r 3 R 
Deutſche Redelegre 83 Sans por; Deutſchland in römiſcher Zeit von 
Gumnafiator amberg. Str. 61. Dr. Franz Cramer, Provinzial: 
Deutſche Schule, Die, im Auslande iulat zu Münſter i. W. Mit 23 
por ah BERNER Abbildungen. Nr. 633. 
ehrer in Rheydt. Nr. 259. 
Deusſches Seerecht v. Dr. Cito Bran- Dichtungen aus mittelhochdeutſcher 


28, Sberlandesgerichtsrat in Hm Frühzeit. In Ausw. mit Cinlig. u. 
Baia, I: Alger Lehren Personen Zörierd. Berauögeg. v. Dr. erm. 

u. Schen d. Feerechts. Nr. 386. Jantzen, Direktor d. Königin Luiſe⸗ 
— — II: Die einz. ſeerechtl. Schuldver⸗ Schule i. Königsberg i. Pr. Nr. 137. 
hältniſſe: Vertrage des Seerechts u. Dietrichepen. Kudrun und Dietrich⸗ 
außervertragliche Haftung. Nr. 387. epen. Mit Einleitung u. Wörter« 
Deutſche Stadt, Die, und ihre Verwal- buch von Dr. O. L. Jiricsek, Prof. 
tung. Eine Einführung i. d. Kommu- a. d. Univerſität Würzburg. Nr. 10. 


nalpolitit d. Gegenw. Herausgeg. Differentialrechnung von Dr. Friedr. 
v. Dr. Otto Moſt, Beigeordn. d. Stadt Junker, Rektor d. Realgymnaſiums 


Düſſeldorf. I: Verfaſſung u. Ver⸗ u. der Oberrealſchule in Göppingen. 
waltung im allgemeinen; Finanzen Mit 68 Figuren. Nr. 87. 

und Steuern; Bildungs- und Kunſt⸗ — Repetitorium u. Aufgabenſamm⸗ 
pflege; Geſundheitspflege. Nr. 617. lung zur Differentialrechnung von 


| Dr. Friedr. Junker, Rektor d. Real- 
Nr. 662. N gymnaſiums u. d. Oberrealſchule in 
— — III: Technik: Städtebau, Tief- Göppingen. Mit 46 Fig. Nr. 146. 
u. Hochbau. Mit 48 Abb. Nr. 663. Drogenkunde von Rich. Dorſtewitz in 
Deutſche Stammes kunde CTeipzig und Georg Ottersbach in 
Much, a. o. Prof. a. d. U Hamburg. Nr. 413. 


— — I: Wirtſchafts⸗ u. Sozialpolitik. 


Mit 2 Kark. u. 2 Taf. Nr. 126. Druckwaſſer⸗ und Druckluft⸗Anlagen. 
Deutſchesunterrichtsweſen. Geſchichte Pumpen, Druckwaſſer- u. Drucluft⸗ 
des deutſchen Unterrichtsweſens v. Anka ngen. Rudolf 
Prof. Dr. Friedrich Seiler, Direktor VBogdt, Regier baumſtr. a. D. 
des Kgl. Gymnaſiums zu Luckau. in Aachen. Mit 87 Fig. Nr. 290. 
I: Von Anfang an bis zum Ende Ecuador. Die Cordillerenſtaaten von 
des 18. Jahrhunderts. Nr. 275. Dr. Wilhelm Sievers, Prof. an der 
— — U: Vom Beginn d. 19. Jahrh. | Univerfität Gießen. II: Ecuador, 
bis auf die Gegenwart. Nr. 276. Colombia u. Venezuela. Mit 16 


Deutſche Urheberrecht, Das, an lite⸗ Tafeln u. 1 lithogr. Karte. Nr. 653. 
rariſchen, künſtleriſchen u. gewerb⸗ Eddalieder mit Grammatik, Überſetzg. 


lichen Schöpfungen, mit beſonderer u. Erläuterungen von Dr. Wilhelm 
Berückſichtigung der internat. Ver⸗ Raniſch, Gymnaſialoberlehrer in 
träge v. Dr. Guft. Rauter, Patent- | Osnabrück. Nr. 171. 


anwalt in Charlottenburg. Nr. 263. Eiſenbahnbau. Die Entwicklung des 
Deutſche Volkslied, Das, ausgewählt modernen Eiſenbahnbaues v. Dipl. 
u. erläutert von Prof. Dr. Jul. | Ing. Alfred Birk, o. ö. Prof. a. d. 
Sahr. 2 Bändchen. Nr. 25 u. 132. N k. k. Deutſchen Techn. Hochſchule in 
Deutſche Wehrverfaſſung von Karl. Prag. Mit 27 Abbild. Nr. 553. 
Endres, Geheimer Kriegsrat u. vor- Eiſenbahnbetrieb, Der, v. S. Scheib⸗ 
tragender Rat im Kriegsminiſterium ner, Königl. Oberbaurat a. D. in 
in München. Nr. 401. i Berlin. Mit 3 Abbildgn. Nr. 676. 
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GEifensahnen, Die Linienführung der, 
von H. Wegele, Profeſſor an der 
Techn. Hochſchule in Darmſtadt. 
Mit 52 Abbildungen. Nr. 623. 

Eiſenbahnfahrzeuge von H. Hinnen⸗ 

thal, Regierungsbaumeiſter u. Ober⸗ 

ingen. in Hannover. I: Die Loko⸗ 
motiven. Mit 89 Abbild. im Text 

und 2 Tafeln. Nr. 107. 

— II: Die Eiſendahnwagen und 

Bremſen. Mit Anh.: Die Eiſen⸗ 

bahnfahrzeuge im Betrieb. Mit 58 

Abb. im Text u. 3 Taf. Nr. 108. 

Eiſenbahnpolitik. Geſchichte d. deut⸗ 
ſchen Eiſenbahnpolitik v. Betriebs. 
inſpektor Dr. Edwin Kech in Karls⸗ 
ruhe i. B. Nr. 533. H 

Eiſenbahnverkehr, Der, v. Kgl. Eiſen⸗ 
bahn ⸗Rechnungsdirektor TH. Wil⸗ 
brand in Berlin⸗Friedenau. Nr. 818. 

Eifenvetonbau, Der, v. Reg.⸗Baumſtr. 
Karl Rößle. Mit 75 Abbildungen. 
Nr. 349. Í 

Eiſenbetonbrücken von Dr.-Ing. K. W. 
Sch echterle in Stuttgart. it 
104 Abbildungen. Nr. 627. 

Eiſenhüttenkunde von A. Krauß, dipl. 
Hütteningenieur. I: Das Roheiſen. 
Mit 17 Fig. u. 4 Taf. Nr. 152. 

— — II: Das Schmiedeiſen. M. 25 
Fig. u. 5 Taf. Nr. 153. 

Eiſenkonſtruktionen im Hochbau von 
Ingen. Karl Schinder in Meißen. 
Mit 115 Figuren. Nr. 322. 

Eiözeital.er, Das, v. Dr. Emil Werth 
in Berlin⸗Wilmersdorf. Mit 17 Abs 

bildun en und 1 Karte. Nr. 431. 

Claſtizitätslehre für Ingenieure I: 
Grundlagen and Allgemeines über 
Spannungszuſtände, Zylinder, 
Ebene Platten, Torſion, Ge⸗ 
krümmte Träger. Von Dr.-Ing. i 
Manx Enßlin, Prof. a. d. Kgl. Bau⸗ 
gewerkſchule Stuttgart und Privat- 
dozent a.d. Techn. Hochſchule Stutt⸗ 
gart. Mit 60 Abbild. Nr 519. 

Gektriſchen Meßinſtrumente, Die, von 
J. Herrmann, Prof. an der Techn. 
Hochſchule in Stuttgart. Mit 195 
Figuren. Nr. 477. 

Clektriſche Telegraphie, Die, von Dr. 
Lud. Rellſtab. Mit 19 Fig. Nr. 172. 

Elektrizität. Theoret. Phyſik III: Ele?» 
trizität u. Magnetismus von Dr. 
Guſt. Jäger, Prof. a. d. Techn. Hoch⸗ 
ame in Wien. Mit 33 Abbilden. | 

. 78. 


į 
H 
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Elektrochemie son Dr. Heinr. Danneel 
in Genf. I: Theoretiſche Elektro- 
chemie u. ihre phyſitaliſch⸗chemiſchen 
Grundlagen. Mit 16 Fig. Nr. 252. 


— — Il: Experiment. Elektrochemie, 


Meßmethoden, Leitfähigkeit, Lö⸗ 
ſungen. Mit 26 Fig. Nr. 253. 
Elektromagnet. Sichtiheorie. Theoret. 

Phyſik IV: Elektromagnet. Licht⸗ 
theorie u. Elektronik von Profeſſor 
Dr. Guſt. Jäger in Wien. Mit 21 

Figuren. Nr. 374. 

Elektro metallurgie von Dr. Friedrich 
Regelsberger, Kaiſerl. Reg.⸗Rat in 
Steglitz⸗Berlin. M. 16 Fig. Nr. 110. 

Elektrotechnik. Einführung in die 
Starkſtromtechnik v. J. Herrmann, 

Brof. d. Elektrotechnik an der Kgl. 

Techn. Hochſchule Stuttgart. I: 

lagen. Mit 


N 
ni! 


Nr. 198. 


Mit 154 Fig. u. 


Maſchinenbaues und der Elektro⸗ 
technik von Ingenieur Prof. Her⸗ 
mann Wilda in Bremen. Mit 3 
Abbildgn. Nr. 476. 

Elſaß⸗Lothringen, Landeskunde von, 
v. Prof. Dr. R. Langenbeck in 
Straßburg i. E. Mit 11 Abbild. u. 
1 Karte. Nr. 215. 

Engliſch⸗deutſches Geſprächs buch von 
Prof. Dr. E. Hausknecht in Lau⸗ 
ſaenne. Nr. 424. 

Engliſche Geſchichte v. Prof. L. Gerber, 
Oberlehrer in Düſſeldorf. Nr. 375. 

Engliſche Handels korreſpondenz von 
E. E. Whitfield, M. A., Oberlehrer 
an King Edward VII Grammar 
School in King's Lynn. Nr. 237. 

Engliſche Literaturgeſchichte von Dr. 
Karl Weiſer in Wien. Nr. 69. 

— — Grundzüge und Haupttypen d. 
engliſchen Literaturgeſchichte von 
Dr. Arnold M. M. Schröer, Prof. 
an der Handelshochſchule in Köln. 
2 Teile. Nr. 286, 287. 

Engliſche Phonetik mit Leſeſtücken von 
Dr. A. C. Dunſtan, Lektor an der 
Univerſität Königsberg i. Preußen. 
Nr. 601. 


Familienrecht. Recht d. Bürgerlichen 
Gefesbumes. Viertes Buch: Fa- 
milienrecht von Dr. Heinrich Titze, 
Prof. a. d. Univ. Göttingen. Nr. 305. 

Färberei. Textil⸗Induſtrie III: Wä⸗ 
bryonalhülle ſcherei, Bleicherei, Färberei und 

— — II: Organbildung. 9 8 f ihre Hilfsſtoffe von Dr. Wilhelm 
Nr. 379. H Maſſot, Prof. an der Preußiſchen 

Epigonen, Die, des höiſchen Epos. Höheren Fachſchule f. Tertilinduſtrie 

3 deutſchen Dichtungen in Krefeld. Mit 28 Fig. Nr. 188. 

Feldgeſchütz, Das moderne, u. Oberſt⸗ 

H leutnant W. Heydenreich, Militär⸗ 

epe a. d. 1 1 . — 

Erbrecht. Recht des Bürgerl. Gejeg- |; in Berlin. I: Die Cnimidlung bes 
Sate Fünftes Buch: Erbrecht von Selbgeichüges feit Einführung des 
Dr. Wilhelm von Blume, ord. Prof. gezogenen Infanteriegewehrs bis 
der Rechte an der Univ. Tübingen. einſchl. der Erfindung des raucht. 
I. Abteilung: Einleitung. — Die, Pulvers, etwa 1850 bis 1890. Mit 
Grundlagen des Erbrechts. I. Abe 1 Abbild. Nr. 306. r 
teilung: Die Nachlaßbeteiligten. — — II: Die Entwidlung d. heutigen 
Mit 25 Figuren. Nr. 659/560. Jeldgeſchützes auf Grund ber Gre 

findung des rauchloſen Pulvers, 


Entwicklungsgeſchichte der Tiere von 
Dr. Johannes Meiſengheimer, E H 
der Zoologie an der Uni 

Jena. I: Furchung 

lagen, Qaro 


Erdbau von Reg.⸗Baum. Erwin Link = z 55 
in Shunt i A: 8 etwa 1890 bis zur Gegenwart. Mit 
in Stuttgart. Mit 72 Abbild. Nr. 630. 11 Abbild. Nr. 307 


Erdmagnetismus, Erdſtrom u. Polar: ; 3 > 
licht von Dr. A. Nipoldt, an Fernſprechweſen, Das, von Dr. Sude 
des Königl. Preußiſchen Meteoro- 118 [ne Mit 47 Fig. 
logiſchen Inſtitu Potsdam. „ und 1 Tafel. Nr 185. f 
Pen dub is Sinnen Ar. 175, Befigteiieire v, 33. dane Tink- 
2 Ingenieur. Mit 56 Fig. Nr. 288. 


Erdteile, Länderkunde der außereuro⸗ Auf f Kost 

Ar = 8 — Aufgabenſammlun ur Feſtig⸗ 

päiihen, von Dr. Frans Heiderich, e mit egen nge 
Br >in Bien ME | R, Haren, Diplom-Ingenieur in 
E A. 88. Mannheim. Mit 42 Fig. Nr. 491. 


a Sy ji itt — 2 25 Fi * en: 
ee ni DIR Fette, Die, und Ele jowie die Seifen · 
in Berlin. Mit 4 Aboi. 5% u. b. Garge, Sade, 
Ethik von Prof. Dr. Thomas A ee m hen wide piriona 
h 1 e IERA AL on Dr. Karl Braun in Berlin. I: 
in Bremen. Nr. 90. nführung in die Chemie, Be- 


ur 


¿i 
gjeli: 


Europa, Länderkunde von, von Dr. rech inie Salze u 
akademie in Wien. Mit 14 Tert- — — JI: Die Seifenfabrikati ; 
kärtchen u. Diagrammen u. einer o ee 
Karte ber f gt teilt Ar eac) Seifenanalyſe und die Kerzenfabri⸗ 

arte der Alpeneinteilung. Nr. 62. ation. Mit 25 Abbild. Nr. 336. 

Exkurſions flora von Deutſchland zum — — III: Harze, Lacke, Firniſſe. 


Beſtimmend häufigeren i. Deutſch-⸗ Nr. 337. 

a een a bon Feuerwaffen. Geſchichte d. geſamten 
f a nd Seil er Mit ie | Feuerwaffen bis 1850. Die Ent- 

50 Abbildungen. Nr. 268 und el Ruftreten bis gut, Ginfüh ung 

` i ger. Nr. 265 um | erſten Auftreten bis zur Einführung 
Cree Sen gan h eaea] Doa d. oe 
St . I: M ik ten, į rückſichtig. d. Heeresbewaffnun 
be deren ogfiaen Riper, DHE pon Mejor Bc Gofile, Sieg 
25 Fi n. Nr. = i »Berlin. 105 ild. Nr. 530. 
ee ee eee ee 
rploſtoen Vorgän t Alf ujard, Vorſtan es 

Dr. H. Bruns wig in Steglis. Mit 3 Städt Chemiſchen Laboratoriums 

6 Abbild. und 12 Tab. Nr. 333. in Stuttgart. Mit 6 Fig. Nr. 634. 
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Filzfabrikation. Textil⸗Induſtrie II: 
Weberei, Wirkerei, Poſamentiere⸗ 
rei, Spitzen⸗ und Gardinenfabri⸗ 
kation und Filzfabrikation von 
Profeſſor Max Gürtler, Geh. Re⸗ 
gierung: ‚im Kal Landesgewerbe⸗ 
amt zu Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. 

e der Großmächte, Die, 
Internat. Staats⸗ und Gemeinde⸗ 
Tin tanzweſen) v warz, Geh 
Iberfinanzrat in Berlin. 2 Bänd- 
chen. Nr. 450 und 45 

Finanzwiſſenſchaft von Präſident Dr. 
R. van der Borght in Berlin. I: 
Allgemeiner Teil. Nr. 148. 

— — II: Beſonderer Teil (Steuer- 
lehre). Nr. 391. 

Finniſch⸗ugriſche Sprachwiſſenſchaft 
von Dr. Joſef Szinnyei, Prof. an 
der Univerſität Budapeſt. Nr. 463. 

Finnland. Landeskunde des Euro⸗ 
päiſchen Rußlands nebſt Finn⸗ 
lands von Prof. Dr. A. Philippſon 
in Halle a. S. Nr. 359. 

Firniſſe. Harze, Lacke, Firniſſe von 
Dr. Karl Braun in Berlin. (Fette 
und Ele II.) Nr. 337. 

Fiſche. Das Tierreich IV: Fiſche von 
Prof. Dr. Mar Rauther in Neapel. 
Mit 37 Abbild. Nr. 356. 

a unb d. Fischzucht von Dr. Karl 
n, Prof. a. d. Forſtakademie 
ee Abteilungsdirigent 
bei der Sauptſtation des forſtlichen 
Verſuchsweſens. Nr. 159. 

Flechten, Die. Eine Überjicht unſerer 
Kenntniſſe v. Prof. Dr. G. Lindau, 
Kuſtos a. Kgl. Botaniſch. Muſeum, 
Privatdozent an d. Univerſ. Berlin. 
Mit 55 Figuren. Nr 683. 

Flora. Exkurſionsflora von Deutſch⸗ 
land zum Beſtimmen der häufige⸗ 
ren in Deutſchland wildwachſenden 
Pflanzen v. Dr. W. Migula, Prof. a. 
d. Forſtakademie Eiſenach. 2 Teile. 
Mit je 50 Abbild. Nr. 268, 289. 

Fluß bau von Regierungsbaumeiſter 
Otto Rappold in Stuttgart. Mit 
103 Abbildungen. Nr. 597. 

Fördermaſchinen, Die elektriſch be⸗ 
triebenen, von A. Balthaſer, Dipl.- 
Bergingenieur. Mit vielen Figuren. 
Nr. 878. | 

Forenſiſche Pſychiatrie von Profeſſor 
Dr. W. Weygandt, Dir. d. Irren⸗ 
anſtalt Friedrichsberg i. Hamburg. 
2 Bändchen. Nr. 410 u. 411. 


Fuge. 


Forſtwiſſenſchaft v. Dr. Ad. Schwap⸗ 
sad, Brof. a. d. Jorſtakad. Ebers- 
malbe, Abeil.⸗Dirig. b. d. Hauptſtat. 


d. forſtl. Veruchsweſens. Nr. 106. 
Tortbildungsſchulweſen, Das benta 


ſche, nach tieiner geſchichtl. Entwick⸗ 
lung u. i. fein. gegenwärt. Geſtalt v. 
H. Siercks, Reviſor gewerbl. Fortbil⸗ 
dungsſchulen in Schleswig. Nr. 392. 


Franken. Geſchichte Frankens v. Dr. 


Chriſt. Meyer, Kgl. preuß. Staats⸗ 
archivar a. D., München. Nr. 434. 
Frankreich. Franzö ſiſche Geſchichte 
v. Dr. R. Sternfeld, Prof. an der 

Univerſität Berlin. Nr. 85. 
Frankreich. Landesk. v. Frankreich v. 
Dr. Rich. Neuſe, Direkt. d. Ober⸗ 
realſchule in Spandau. 1. Bändch. 
M. 23 Abb. im Teri u. 16 Land⸗ 
Taf. Nr. 466. 


) e. 
Franzöſiſch⸗deutſck Geſprächsbuch 
von C. t Lektor am 
orientaliſch. Seminar u. an d. Han.» 
delshochſchule in Berlin. Nr. 596. 


Franzöſiſche Handels korreſpondenz v. 


Prof. Th. de Beaux, Officier de 
Y’Instruction Publique. Nr. 183. 
Franzöſiſches Leſebuch mit Wörter⸗ 
verzeichnis von Cyprien Francillon, 
Lektor a. oriental. Seminar u. a. d. 
Handelshochſchule i. Berlin. Nr. 643. 
Fremdwort, Das, im Deutſchen v. Dr. 
Rud. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 55. 
Fremdwörterbuch, Deutſches, von Dr. 
Rud. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 273. 
Erläuterung u. Anleitung zur 
Komvoſition derſelben v. Prof 
Stephan Krehl in Leipzig. Nr. 418. 


Funktionentheorie von Dr. Konrad 


Knopp, Privatdozent an der Uni⸗ 
verjität Berlin. I: Grundlagen der 
allgemeinen Theorie der analyt. 
Funktionen. Mit 9 Fig. Nr. 668 
— Einleitung in die, (Theorie der 
komplegen Zahlenzeihen) von Mar 
Roje, Oberlehrer an der Goethe ⸗ 
ſchule in Deutſch⸗ Wilmersdorf. 
Mit 10 Figuren. Nr. 581. 
Fußartillerie, Die, ihre Organiſation, 
Bewaffnung u. Ausbildg. v. Splett, 
Oberleutn. im Lehrbat. d. Fußart.⸗ 
Schießſchule u. Biermann, Ober⸗ 
leutn. in der Verſuchsbatt. d. Art.- 
Prüfungskomm. M. 35 Fig. Nr. 560. 


Gardinenfabrikation. Textilinduſtrie 


II: Weberei, Wirkerei, Poſamen⸗ 
u. Gardinen⸗ 
fabrikation u. Fils fabrikation n 
er, Geh. Reg. „Rat 


tiererei, Spitzen⸗ 
Prof. Mar 
im Kgl. 
Berlin. 


und Dr.⸗Ingen. 


119 Abbüdungen. Nr. 412. 


eee Ing. Alfred j 
2 Bändchen. Mit j 
316 u. 651. 


T Kiel. 
Nr. 


von Architekt 


Beſtandteile u. die 
Gaſtgauſes. Mit 70 Fig. 
— — II: Die verid hieben, ten Arten von 
ſern. Mit 82 Fig. Nr. 526. 
Gebirgsartillerie. 
der Gebirgsartillerie von Kluß⸗ 
mann, $ 


berg i. Pr. Mit 78 Bildern und 
Überſichtstafeln. Nr. 531. 

Geno ſſenſchaftsweſen, Das, in 
Deutſchland v. Dr. Otto Lindecke 
in Düſſeldorf. Nr. 384. 


Geodäſie von Prof. Dr. C Reinhertz in 
Hannover. Neubearbeitet von Dr. 


G. Förſter, Obſerdator a. Geodätiſch 


Nr. 185. 
Gas- und Waiferinitallationen mit 
Einſchluß der Abortantagen von 


n “Sarmi abi. Mit 


eldorf. I: Die 


Die Eutwicklung 


Sverſt u. Kommandeur der 
1. Feld⸗N Art.⸗Brigade in Königs⸗ 


Geometrie. Analytiſche, des Raumes 
von Prof. Dr. M. Simon in Straß⸗ 
burg. Mit 28 Abbüdungen. Nr. 88. 
— Aufgabenſammlung zur Ana⸗ 
lytiſchen Geometrie des Raumes 
von O. Th. Bürtlen, Profeſſor am 
Kgl. Realgumnaſium in Schwäb. 
Gmünd. Mit 3 Fig. Nr. 309. 
Darſtellende, von Dr. Robert 
Haußner, Prof. an d. Univ. Jena. 
I. Mit 110 Figuren. Nr. 142. 
— — II. Mit 40 Figuren. Nr. 143. 
— Ebene, von G. Mahler, Profeſſor 
am Gymnaſium in Ulm. Mit 
110 zweifarbigen Figuren. Nr. 41. 
Projektive, in ſynthet. Behandlung 
von Dr. Karl Doehlemann, Prof. 
an der Univerſität München. Mit 
| 91 Figuren. Nr. 72. 
| Geometrijhe Optik, Einführung in 
die, von Dr. W. Hinrichs in Wil⸗ 


mersdorf⸗Berlin. Nr. 532. 
Geometriſches Zeichnen von H. Becker, 

Architekt u. Lehrer an der Baus 

gewerkſchule i in Magdeburg, neube⸗ 


arbeitet von Prof. J. Vonderlinn 
i Mit 290 Figuren und 
Nr. 58. 


Germaniſche Mythologie von Dr. E. 
Mogi, Prof. a. d. Univ. Leipzig. Nr. 15. 

Germaniſche Sprachwiſſenſchaft von 

| Dr. Rich. Loewe. Nr. 238. 

| Geſangskunſt. Technik der deutſchen 


j 
j 


Inſt. Potsdam. M. 68 Abb. Nr. 10 
— Vermeſſungs kunde v 


Kaiſ. Techn. 
I: 


Schule i. Straßburg i. E. 


nometr. u. barometr. Höhenmeſſg. 


Tachymetr. M. 109 Abb. Nr. 468,469. 


Geographie, Geſchichte der, von Prof. 


Dr. Konrad Kretſchmer i. Charlotten⸗ 


burg. Mit 11 Kart. im Text. Nr. 624. 
Geologie in kurzem Auszug f. Schulen 
u. zur Selbſtbelehrung zuſammen⸗ 


geſtellt v. Prof. Dr. Eberh. Fraas 


in Stuttgart. Mit 16 Abbild. u. 
4 Tafeln mit 51 Figuren. 


v. Prof. Dr. M. Simon in Straß⸗ 
burg. Mit 52 Figuren. Nr. 65. 
— — Aufgabenſammlung zur Anas 


Iòntiſchen Geometrie der Ebene von 


O. Th. Bürklen, Profeſſor am 
Kgl. Realgomnaſtum in Schwäb. ⸗ 
Gmünd. Mit 32 Fig. Nr. 256. 


ungs de v. Diplom⸗Ing. H 
P. Werkmeiſter, Oberlehrer an der 


Feldmeſſen u. Nivellieren. Mit 
146 Abb. II: Der Theodolit. Trigo= | 


Nr. 13. J 
Geometrie, Analytiſche, der Ebene 


n von SSH Noë u. Dr. 
Joachim Moſer. Nr. 576. 

3: und Warenhäuſer v. Hans 
epmann, Köni Baurat in 
I: Vom Laden zum „Grand 
Magasin“. Mit 23 Abb. Nr. 655. 


1 

— — II: Die weitere Entwickelung 
H d. Kaufhäuſer. Mit 39 Abb. Nr. 656. 
Geſchichtswiſſenſchaft, Einleitung in 
| die, v. Dr. Ernſt Bernheim, Prof. 
| an der Univ. Greifswald. Nr. 270. 
Geſchütze, Die modernen, der Fuß⸗ 
! artillerie v. Mummenhoff, Major 
Lehrer an d. Fußartillerie⸗Schieß⸗ 
| ſchule in J bog. I: Vom Auf- 
H treten d. gezogenen Geſchütze bis 
i zur Verwendung des rauchſchwa⸗ 
chen Pulvers 1850—1890. Mit 
| 50 Textbildern. Nr. 334. 
| 


— — II: Die Entwicklung der heu⸗ 
tigen Geſchütze der Fußartillerie 
ſeit Einführung des rauchſchwachen 
Pulvers 1890 bis zur Gegenwart. 
Mit 33 Textbildern. Nr. 362. 
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Geſchwindigkeitsregler der Kraftma⸗ 


ſchinen, Die „o. Dr.-Ing. H. Kröner 


in Friedberg. Mit 33 Fig. Nr. 604. 


Geſetzbuch, Bürgerliches, jiehe: Recht 


des Bürgerlichen Geſetzbuches. 
Geſundheitslehre. Der menſchliche 


Körper, ſein Bau und ſeine Tätig⸗ 
keiten v. E. Rebmann, Oberſchulrat 
Mit Geſundheits⸗ 
lehre von Dr. med. H. Seiler. Mit 


in Karlsruhe. 


47 Abbild. u. 1 Tafel. Nr. 18. 
Gewerbehygiene von Dr. E. Roth in 

Potsdam. Nr. 350. 
Gewerbeweſen von Werner Sombart, 


Profeſſor an der Handelshochſchule 


Berlin. I. II. Nr. 203, 204. 


Gewerbliche Arbeiterfrage, Die, von 


Werner Sombart, Prof. a. d. Han⸗ 
delshochſchule Berlin. Nr. 209. 


Gewerbliche Bauten. Induſtrielle 


und gewerbliche Bauten (Speicher, 
Lagerhäuſer u. Fabriken) v. Archi⸗ 
tekt Heinr. Salzmann in Düſſeldorf 


I: Allgemeines über Anlage und 
Konſtruktion der induſtriellen und 


gewerblichen Bauten. Nr. 511. 

II: Speicher und Lagerhäuſer. 
Mit 123 Figuren. Nr. 512. 

Gewichtsweſen. Maß⸗, Münz⸗ u. Ge⸗ 


wichtsweſen v. Dr. Aug. Blind, Prof. 
a. d. Handelsſchule in Köln. Nr. 283. 
Gießereimaſchinen von Didpl.⸗Ing. 


Emil Treiber in Heidenheim a. B. 
Mit 51 Figuren Nr. 548. 
Glas- und keramiſche Induſtrie 
(Induſtrie der Silikate, der künſt⸗ 
lichen Bauſteine und des Mör⸗ 


Graphiſchen Künſte, Die, von Carl 
Kampmann, k. k. Lehrer an der k. k. 
| Graphijhen Lehr- und Verſuchs⸗ 
talt in Wien. Mit zahlreichen Nb- 
bildungen u. Beilagen. Nr. 75. 
Griechiſch. Neugriechiſch⸗ deutſches 
Geſprächsbuch mit beiond. Berück⸗ 
ſichtigung der Umgangsipradje von 
Dr. Johannes Kalitſunakis, Doz. 
am Seminar für orient. Sprache 
in Berlin. Nr. 587. 

Griechiſche Altertums kunde v. Prof. 
f Dr. Rich. Maiſch, neu bearbeitet v. 
Rektor Dr. Franz Kohlhammer. 
Mit 9 Vollbildern. Nr. 16. 
Griechiſche Geſchichte von Dr. Heinrich 
Swoboda, Profeſſor an d. deutſchen 


SGriechiſche Literaturgeſchichte mit Be⸗ 
rückſichti d. Geſchichte der 
ſſenſchaften v. Dr. Alfred Gercke, 
der Breslau. 
2 70 u. 557. 
Griechiſchen Papyri, Auswahl aus, 
von Prof. Dr. Robert Helbing in 
Karlsruhe i. B. Nr. 625. 
SGriechiſchen Sprache, Geſchichte der, 
I: Bis zum Ausgange d. klaſſiſchen 
Zeit v. Dr. Otto Hoffmann, Prof. 
a. d. Univ. Münſter. Nr. 111. 
Griechiſche u. römiſche Mythologie v. 


nid. 


t Prof. Dr. Herm. Steuding, Rett. d. 
H Gymnaſ. in Schneeberg. Nr. 27. 
Grund buchrecht, Das formelle, von 

Oberlandesgerichtsr. Dr. F. Kretzſch⸗ 
mar in Dresden. Nr. 549. 


tels I) v. Dr. Guft. Rauter in Char- Handelspolitik, Auswärtige, von Dr. 
lottenburg. Mit 12 Tafeln. Nr. 233. Heinr. Sieveking, Profeſſor an 
Gleichſtrommaſchine, Die, von Ing. der Univerſität Zürich. Nr. 245. 
Dr. C. Kinzbrunner in London. Handelsrecht, Deutſches, von Dr. Karl 
Mit 81 Figuren. Nr. 257. } Lehmann, Prof. an d. Univerſität 


Gletſcherkunde v. Dr. Friz Machabek Göttingen. I: Einleitung. Der 
in Wien. Mit 5 Abbildungen im Kaufmann u. ſeine Hilfsperſonen. 


Text und 11 Tafeln. Nr. 154. 
Gotiſche Sprachdenkmäler mit Gram- | 


Offene Handelsgeſellſchaft. Kom⸗ 
| mandit⸗ und ſtille Geſellſchaft. 
matik, Uberſetzung u. Erläutergn. Nr. 457. 

v. Dr. Herm. Jantzen, Direktor d. — — II: Aktiengeſellſchaft. Geſellſch. 


Königin Luiſe⸗Schule in Königs⸗ . b. H. Eing. Gen. Handelsgeſch. 
. 458. 
Das deutſche, 


berg i. Pr. Nr. 79. 
Gottfried von Straßburg. Hartmann Handels ſchulweſen, 
von Aue. Wolfram von Eſchen⸗ von Direktor Theodor Blum in 
bach und Gottfried von Straß⸗ Deſſau. Nr. 558. 
burg. Auswahl a. d. höfiſch. Evos m. | Handelsſtand, Der, von Rechtsanwalt 
Anmerk. u. Wörterbuch v. Dr. K. Dr. jur. Bruno Springer in Leipzig 
Marold, Prof. am Kgl. Friedrichs⸗ (Kaufmänn. Rechtskunde. Bd. 2). 
Kollegium z. Königsberg / Pr. Nr. 22. Nr. 545. 
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Holz, Das. Aufbau, Eigenſchaften u. 
i Verwendung v. Ing. Prof. Herm. 

8 Wilda in Bremen. Mit 33 Abb. 
der Nr. 459. 


Handelsweſen, Das, 
regierungsrat Dr. 
feſſor an der Univer 
I: Das Handelsge 


Warenhandel. N > Hotels. Gaſthäuſer und Hotels von 
— — II: Die Effet rſe und die Ardit. Mar Wöhler in Düſſeldorf. 

innere Handelspolitik. Nr. 297. I: Die Beſtandteile u. d. Einrichtg. 
Handfeuerwaffen. Die Entwicklung des Gaſthauſes. Mit 70 Figuren. 

der, ſeit der Mitte des 19. Jahr⸗ Nr. 525. 

hunderts u. ihr heutiger Stand von — — II: Die verſchiedenen Arten von 

G. Wrzod „Hauptmann u. Kom⸗ Gaſthäuſern. Mit 82 Figuren. 

vagniechef im Inf.⸗Reg. Freiherr Nr. 526. 

Hiller von Gärtringen (a. Poſenſches) Hydraulik v. W. Hauber, Dipl. „Ing. 

Nr. 59 i. Soldau. 21 Abb. Nr. 386. in Stuttgart. Mit 44 Figuren. 


Harmonielehre von A. Halm. Mit Nr. 397. 
vielen Notenbeiſpielen. Nr. 120. Hygiene des Städtebaus, Die, von 


Hartmann von Aue, Wolfram von Prof. H. Chr. Nußbaum in Han⸗ 
Eſchenbach und Gottfried von noyer. Mit. 30 Abb. Nr. 348. 
Straßburg. Auswahl aus d. höfi⸗ — des Wohnungsweſens, Die, von 
ſchen Evos mit Anmerk. u. Wörter: | Prof. H. Chr. Nußbaum in Han⸗ 


buch von Dr. K. Marold, Prof. am nover. Mit 5 Abbild. Nr. 363. 
Königl. Friedrichs⸗ Kollegium zu Zberiſche Halbinſel. Landes kunde der 


Königsberg i. Pr. Nr. 22. Jdberiſchen Halbinfel von Dr. Fritz 
Harze, Lacke, Firniſſe von Dr. san Regel, Prof. a. d. . 7 Würzbllrg. 
Braun in Berlin. (Die Fette und M. S Kärtchen u. 8 Abb. im Text u. 
Ole III) Nr. 337. 1 Karte in Farbendruck. Nr. 235. 


Hebezeuge, Die, ihre Konstruktion Indiſche Religionsgeſchichte von Prof. 
Sr von 4 80 Serm I Dr. Comund Hardg. Nr. S8. 
„ u 9 Indogerman. Sprachwiſſenſchaft von 


Nr. 414. 
D Dr. R. Meringer, Profeſſor an der 
e nn ; Univerſ. Graz. M. 1 Tafel. Nr. 59. 
= 1 Induſtrielle u. gewerbliche Bauten 
(Speicher, Lagerhäuſer u. Fabriken) 
von Architekt Heinr. Salzmann in 


Geſchi AA Ener wicklung 


Ausgange d. 19. Jahrh. Nr. 552. Düſſeldorf. I: Allgemeines üb. An- 
Heizung u. Lüftung v. Ing. Johannes lage u. Konſtruktion d. induſtriellen 

Körting in Düſſeldorf. I: Das u. gewerblichen Bauten. Nr. 511. 

Bejen u. die Berechnung der Hei- | — — II: Speicher und Lagerhäuſer. 

zungs⸗ u. Lüftungsanlagen. Mit Mit 123 Figuren. Pr. 512. 

34 Figuren. Nr. 342. Infektions krankheiten, Die, und ihre 
— — II: Die Ausführung der Gei- ö Verhütung von Stabsarzt Dr. W. 

zungs⸗ u. Lüftungsanlagen. Mit Hoffmann in Berlin. Mit 12 vom 


Verfaſſer gezeichneten Abbildungen 
Heſſen. Landeskunde des Groß⸗ und einer Fiebertafel. Nr. 327. 
herzogtums Heſſen, der Provinz Inſekten. Das Tierreich V: Inſekten 
Heſſen⸗Naſſau und des Fürſten⸗ von Dr. J. Groß in Neapel (Sta⸗ 
tums Waldeck v. Prof. Dr. Georg zione Zoologica). Mit 56 Abbil⸗ 
Greim in Darmſtadt. Mit 13 Ab⸗ dungen. Nr. 594. 
bildungen und 1 Karte. Nr. 376. | Inftrumenteniehre_ v. Muſikdir. Franz 
Hieroglyphen von Geh. Regier.⸗Rat Mayerhoff in Chemnitz. I: Text. 
Dr. Ad. Erman, Prof. an der Uni- Nr. 437. 
verſität Berlin. Nr. 608. — — II: Notenbeiſpiele. Nr. 438. 
Hoch ſpannungstechnik, Einführ in die | Integralrechnung von Dr. Friedr. 
moderne, von Dr.-Ing. K. gider | Junker, Reti. d. Realgymnafiums 
in Samburg- Bergedorf. Mit 82 Fig. u. d. Oberrealſchule in Göppingen. 
Nr. 609. Mit 89 Figuren. Nr. 88. 


191 Figuren. Nr. 343. 


Integralrechnung. Repetitorium u. 
Aufgabenſammlung zur Integral⸗ 
rechnung von Dr. Friedr. Junker, 
Reit. d. Realggmnaſtums u. der 
Oberrealſchule in Göppingen. Mit 
52 Figuren. Nr. 147. 

Iſrael. Geſchichte Iſraels bis auf 
die griechiſche Zeit von Lic. Dr. 
J. Benzinger. Nr. 231. 

Itafieniſche Handels korreſpondenz v 
Prof. Alberto de Beaug, Oberlehrer 
am Königl. Inſtitut S. S. Annun⸗ 
ziata in Florenz. Nr. 219. i 

Italieniſche Literaturgeſchichte von 
Dr. Karl Voßler, Profeſſor an der 
Univerſität München. Nr. 125. 

Kalkulation, Die, im Maſchinendau 
von Ingen. H. Bethmann, Dozent 
am Technikum Sr Mit 
63 Abbildungen. Nr. 

Kältemaſchinen. Die A 
miſchen Grundlagen der Wärme⸗ 


kraft⸗ und Kältemaſchinen von M | 
Röttinger, Dipl.-Ing. in Mann | 
heim. Mit 73 Figuren. Nr. 2. 


Kamerun. Die deutſchen Kolonien 
I: Togo und Kamerun von Prof. 
Dr. Karl Dove. Mit 16 Tafeln und 
einer lithogr. Karte. Nr. 441. 

Kanals und Schleuſenbau von Re- 
gierungsbaumeiſter Otto Rappold 
in Stuttgart. Mit 78 Abb. Nr. 585. 

Kant, Immanuel. (Geihichte der 
Philoſophie Bd. 5) von Dr. Bruno 
Bauch, Prof. a. d. Univ. Jena 
Nr. 536. 


Kartell u. Truſt v. Dr. 9 EN | 
in Düſſeldorf. Nr. 5 

Kartenkunde von Dr. M. Gral, Karto- 
graph i. Berlin. 2 Bändchen. I: Die 
Projektionen. Mit 56 Fig. Nr. 30. 

— — II: Der Karteninhalt und das 
Meſſen auf Karten. Mit 39 Fig. 
Nr. 599. H 

Kartographiſche Aufnahmen u. geo- | 
graph. Ortsbeſtimmung auf Reijen | 
von Dr.-Ing. R. Hugershoff, Prof. | 
an ber Soritalabemie zu Tharandt. 
Mit 73 Figuren. Nr 607. 

Kaufmänniſche Rechts kunde. I: Das 
Wechſelweſen v. Rechtsanwalt Dr. 
Rud. Mothes in Leipzig. Nr. 103. 

— E: Der Handelsſtand v. Rechtsan 
walt Dr. jur. Bruno Se 
Leipzig. Nr. 545. 


| 


von 


Kanfmänniſches Rechnen von 
ichard Juſt, Oberlehrer a. 
Offentl. Handelslehranſtal: d. Drez 
dener Kaufmannſchaft. I. II. III. 
Nr. 139, 140, 187. 


Prof. 
85 


Keramiſche Induſtrie. Die Induſtrie 


der Silikate, der künſtlichen Bau⸗ 
feine und des Mörtels von Dr. 
Guſt. Rauter. I: Glas⸗ u. feram. 
Induſtrie. Mit 12 Taf. Nr. 233. 
Kerzenfabrikation. Die Seifenfabri⸗ 
kation, die Seifenanalyſe und die 
Kerzenfabrikation von Dr. Karl 
Braun in Berlin. (Die Fette u. 

le II.) Mit 25 Abb. Nr. 336. 


; Kiautſchon. Die deutſchen Kolonien 


II: 
tſchou v. Prof. 
16 Taf. u. 1 litho; 

Kinematik von Dipl 
fter, Aſſiſt. 
ſchule 2 Tresden. M. 76 

Kirchenlied, Das deutſche, in W 
charakteriſtiſchen Crid 
gewählt von D. Fri 
Prof. a. d. Univerſität 8 
burg i. E. I: Mittelalter u. Refor- 
mationszeit. Nr. 602. 

Kirchenrecht v. Dr. E. Sehling, ord. 
Prof. der Rechte in Erlangen. 
Nr. 377. 

Klima und Leben (Bioklimatologie) 
von Dr. Wilh. R. Eckardt, Aſſiſt. an 
der öffentl. Wetterdienſtſtelle in 
Weilburg. Nr. 629. 

1 I: Allgemeine Klimalehre 

von Prof. Dr. W. Köppen, Meteors- 
Be ber Seewarte Hamburg. * 
7 Taf. u. 2 Figuren. Nr. 114 

Kolonielgeſchichte von Dr. Dietrich 
Schäfer, Profeſſor der Geſchichte an 
der Univerſität Berlin. Nr. 156. 


Das Süd ſeegebiet und Kiau⸗ 
Dr. K. Dove. Mit 

Karte. Nr. 520. 
Ing. Hans ol- 


Ab 


Add. Nr. 5 


| Kolonialrecht, Deutſches, von Prof. Dr. 


O Edler von Hoffmann, Studien- 
direktor d. Akademie für kommunale 
Verwaltung in Düfſeldorf. Nr. 318. 

Kometen. Aſtronomie. Größe, Be⸗ 
wegung u. Entfernung d. Himmels⸗ 
körper v. A. F. Möbius, neu bearb. 
v. Dr. Herm. Kobold, Prof. an der 
Univ. Kiel. II: Kometen, Meteore 
u. das Sternſyſtem. Mit 15 Fig. 
u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 

F DWirtſchaftspflege von 
Dr. Alfons Rieß, „„ ier 

in Berlin. Nr. 5 
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Kompoſitionslehre. Muſikaliſche For 
menlehre v. Steph. Krehl. L II. N. 
viel. Notenbeifpiel. Nr. 149, 150. 

. Die Lehre don der ſeld⸗ 


Körper, Der 5 ſein — 
und feine Tätigkeiten von E. Reb- 
i. Karlsruhe. Mit 
H. 
Seiler M. 47 Abb. u. 1 Taf. Nr. 18. 
Koſtenanſchlag ſiehe: Veranſchlagen. 
Kriegs ſchiffbau. Die Entwicklung des 
Kriegsſchiffbaues vom Altertum 
bis zur Neuzeit. Von Tjard 
Schwarz, Geh. Marinebaurat und 
Schiffbau⸗ Direktor. I. Teil: Das 
Zeitalter der Ruderſchiffe u. der 
Segelſchiffe für die Kriegsführung 
zur See vom Altertum bis 1840. 
Mit 32 Abbildungen. Nr. 471. 
— — II. Teil: Das Zeitalter der 
Dampfſchiffe für die Kriegsführung | 
zur See von 1840 bis zur Neuzeit. 
Mit 81 Abbildungen. Nr. 472. 
Kriegsweſens, Geſchichte des, von Dr. 
Emil Daniels in Berlin. I: Das 
antike Kriegsweſen. Nr. 488. N 
— — II: Das mittelalterliche Kriegs⸗ 
weſen. Nr. 498 
riegsweſen der N 
Teil. Nr. 518. i 
3 Kriegsweſen der Neu⸗ 
37 weiter Teil. Nr. 537. 


eu- 


zeit. 
— V: Das Kriegsweſen der Nens | 


zeit. Dritter Teil. Nr. 568. 

— VI: Das Kriegsweſen der Neu⸗ 

zeit. Vierter Teil. Nr. 670. 

— — VII: Das Kriegsweſen der Nen- | 
zeit. Fünfter Teil. Nr. 671. | 

Kriſtallographie v. Dr. W. Bruhns, 
Prof. a. d. Bergakademie Claus- í 
thal. Mit 190 Abbild. Nr. 210. 

Kriſtalloptik, Einführung in die, von | 
Dr. Eberhard Buchwald i. München. j 
Mit 124 Abbildungen. Nr. 619. i 

Kudrun und Dietrichepen. Mit Ein⸗ 
leitung und Wörterbuch von Dr. O. 
L. Jiriczek, Profeſſor an der Uni- 
verſität Würzburg. Nr. 10. 

Kultur, Die, der Renaiſſance. Ge⸗ 
ſittung, Forſchung, Dichtung v. Dr. f 
Robert F. Arnold, Profeſſor an der | 
Univerſität Wien. Nr. 189. 


— Sprache. 


ae > Deutſche, von Dr. 
Reinh. Günther. Nr. 56. 


Kurvendiskuſſion. Algebraiſche Kur⸗ 
ven von Gug. Beutel, Oberreal⸗ 
lehrer in Dathingen- Erz. I: Sur 
vendiskuſſion. Mit 57 Fig. im 
Text. Nr. 435. 

Kurzſchrift ſiehe: Stenographie. 

Küſtenartillerie. Die Entwicklung der 
Schiffs⸗ und Küſtenartillerie bis 
zur Gegenwart v. Korvettenkapitän 
Huning. Mit Abb. u. Tab. Nr. 606. 

Lacke. Harze, Lacke, Firniſſe von Dr. 
Karl Braun in Berlin. (Die Fette 
und Ole III.) Nr. 337. 

Sagerhäuſer. Induſtrielle und ge⸗ 
werbliche Bauten. (Speicher, 
Lagerhäuſer u. Fabriken) von 
Architekt Heinrich Salzmann, Düſ⸗ 
ſeldorf. II: Speicher u. Lager- 
häuſer. Mit 123 Fig. Nr. 512. 

Länder⸗ und Völkernamen von Dr. 
Rud. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 478 


Landſtraßenbau von Kgl. Oberlehrer 


A. Liebmann, Betriebsdirekt. a. D. 
i. Magdeburg. Mit 44 Fig. Nr. 598. 


| Sandwirtfcafelice Betriebslehre 9. 


Langenbeck in Groß⸗Lichterfelde. 
Nr. 227. 

Land wirtſchaftlichen Maſchinen, Die, 
von Karl Walther, Diplom.⸗Ing. 
in Mannheim. 3 Bändchen. Mit 

vielen Abbildgn. Nr. 407—409 


Lateiniſche Grammatik. Grundriß der 


latein. Sprachlehre v. Prof. Dr. W. 

Bash in Magdeburg. Nr. 82. 

Geſchichte der lateini⸗ 
ſchen Sprache von Dr. Friedrich 
Stolz, Profeſſor an der Univerſität 
Innsbruck. Nr. 492. 

Leuchtgas fabrikation, Die Neben⸗ 
produkte der, von Dr. phil. K R. 
Lange, Diolom⸗Ingenieur. Mit 
13 Figuren. Nr. 661. 

Sicht. Theoretiſche Phyſik II. Teil: 
Licht 1 8 a or 
Jäger, Prof. an der Techn. Hohe 
ſchule in Wien. M. 47 Abb. Nr. 77. 

Logarithmen. Vierſtellige Tafeln und 
Gegentafeln für logarithmiſches u. 
trigonometriſches Rechnen in zwei 
Farben zuſammengeſtellt von Dr. 
Herm. Schubert, Prof. an der Ge⸗ 
lehrtenſchule des Johanneums in 
Hamburg. Neue Ausgabev. 
Dr. Robert Haußner, Prof. an der 
Univerſität Jena. Nr. 81. 
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Logarithmen, Fünfſtellige, von Prof. Magnetismus. Theoretiſche Phyſik 
Auguſt Adler, Direktor der k. k. III. Teil: Elektrizität u. Magnetis⸗ 
Stadatsoberrealſchule in Wien. mus. Von Dr. Guſtav Jäger, Prof. 
Nr. 423. f an der Techniſchen Hochſchule Wien. 

Logik. Pſychologie und Logik zur Ein⸗ Mit 33 Abbildungen. Nr. 78. 
führung in die Philosophie von Mälzerei. Brauereiweſen I: : Mälzerei 
Profeſſor Dr. T$. Elſenhans. Mit von Dr. P. Dreverhoff, Direktor d. 
13 Figuren. Nr. 14. Sffentlihen und 1. Sächſ. Verſuchs⸗ 


Lokomotiven. Eiſenbahnfahrzeuge ſation für Brauerei und Mälzerei, 
von H. Hinmenthal. I: Die Lotos en der Brauer- und Mälzerſchule 
motiven. Mit 89 Abb. im Text u. u Grimma. Nr. 303. 


2 Tafeln. Nr. 107. Ma inenbau, Die Kalkulation im, 
Lothringen. Geſchichte Lothringens kee Sie ee eg 
don Dr. Herm. Derichsweiler, Geb. | Aftendurg. Mit 88 Abb. Nr. 486. 
Regierungsrat in Straßecurg. Nr. 6. Die Materialien bes Maſchinen⸗ 


— 8 1 — 

nr 9. lagn e blaues und der Elektrotechnik von 
Seh 1 ar 5 i Ingenieur Prof. Hermann Wilde. 
1 Karte. Nr. 215. 2 | Mit 3 Abbildungen. Nr. 476. 


Sötrohrprobierfunde.e Qualitative Maſchinenelemente, Die. Kurzgefas⸗ 
Analyſe mit Hilfe des Lötrohrs $ mit Beiipielen für das 


von Dr. Mart. Hengleir eiberg ium u. d. praltiihen Ge- 
i Sa. Mit „ Nr. 488. von Fr. Barth, Sberingen. 
Lübeck. Landeskunde d. Großherzog in Nürnderg. Mit 88 Sig. Nr. 3. 
tümer Mecklenburg u. der Freien Draſchinenzeichnen, ziſches, von 
u. Hanſeſtadt Lübeck v. Dr. Sebald Sbering. Rich. r in Warm⸗ 
Schwarz, Direktor der Realſchele brunn. I: un griffe, Einfache 
zum Dom in Lübeck. Mit 17 Ab»; Maſchinenteile bis zu den Kuppe ⸗ 
bildungen und Karten im Text unb | kungen. Mit 30 Tafeln. Nr. 589. 
1 lithographiſchen Karte. Nr. 487. — — II: Lager, Riem- und Geil 
Luftelektrizität von Dr. Karl ee f ſcheiben, Zahnräder, Kolbenpumpe. 
iſſenſchaftlichem Hilfsarbeiter a Mit 51 Tafeln. Nr. 590. 
Königl. Preuß. Meteorologiſch⸗ | Metanalyfe von Dr. Otto Röhm in 
Magnetiſchen Obſervatorium in Darmſtadt. Mit 14 Fig. Nr. 221. 


Torsdam. Mit 18 Abb Nr. 649. | ma z, Münz- und Gewichtsweſen von 
Luftſalpeter. Seine Gewinnung durch * Auguſt Blind, deer der 
den elektriſchen Flammenbogen von Handelsſchule in Köln. Nr. 283. 

Dr. G. Brion, Prof. an der Kgl. N 1 wei, Einfün 
Bergakademie in Freiberg. N aterjalprüfungsweſen. Einführung 


50 Figuren. Nr. 616. in die moderne Technik d. Material» 
Luft⸗ + Meeres ſtrö mungen von Dr. | prüfung von K en Dipl- 
Franz Schulze, Direktor der Nari- | Jngenieur, ſtänd. Mitarbeiter am 


rial⸗Prüfungsamte 3 
gationsſchule zu Lübeck. Mit 27 Ab⸗ Kal. Mater 10 TURLIBAOHUE At 
bildungen und Tafeln. Nr. 551. Groß, ich terfelde. I: Me ie 

Lüftung. Heizung und Lüftung von eigenſchaften.— Feſtigk eitsverſuche. 
Ing Johannes Körting in Düfel-! —. Hilfsmittel für Feſtigteitsver⸗ 
dorf. I: Das Weſen und die Be⸗ ſuche. Mit 58 Figuren. Nr. 311. 
rechnung d. Heizungs⸗ u. Lüftungs- — — II: Metallprüfung und Prü 
anlagen. Mit 34 Fig. Nr. 342. fung von Hilfs materialien des 

— — II: Die Ausführung der een Br Ei ri 
Heizungs- und Lüftungsanlagen. rufung. — PTapierprüfung.— 
Heis 11 S Figuren. Nr. 343. Schmie rn irtelvrüfung. — Einiges 

Luther, Martin, und Thom. Murner. über Metallographie. Mit 31 Fig. 
N und mit Einleitungen Nr. 312. 

Anmerkungen verſehen v. Prof. Mathematik, Geſchichte der, von Dr. 
©. Berlit, Oberlehrer am „ A. Sturm, Prof. am Obergym⸗ 
gymnaſium zu Leipzig. Nr. 7. naſium in Seitenſtetten. Nr. 226. 
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Mathematiſche Formelſammlun 


Repetitorium der ematik, 
haltend die wichtigſten Formeln u. 


à Algebra 
Algebra, 


d. A 


Ebene und des 
rential⸗ und 3 


„Profeſſor am Kgl. 
s] zm in Schw.⸗ Gmünd. 
Figuren. Nr. 51. 
Maurer⸗ und Steinhauerarbeiten von 
f. Dr. phil. und Dr.-Ing. Ed. 
itt in Darmſtadt. 3 Bändchen 
Nr. 419—421. 


Mit vielen Abbild. 


Mechanik. Theoret. Phyſik I. Teil: 
Von Dr. 


Mechanik und Akuſtik. 
Guſt. Jäger, Prof. an der Ted- 


niſchen Hochſchule in Wien. Mit 


19 Abbildungen. Nr. 76. 
Mechaniſche Technologie von Geh. Hof⸗ 


rat Profeſſor A. Lüdicke in Braun⸗ 


ſchweig. 2 Bändchen. Nr. 340, 341. 
Mecklenburg. Landeskunde d. Groß⸗ 


herzogtümer Mecklenburg u. der 


Freien u. Hanſeſtadt Lübeck von 


Dr. Sebald Schwarz, Direktor der 
Realſchule zum Dom in Lübeck. Mit 
17 Abbild. im Text, 16 Taf. und 


1 Karte in Lithographie. Nr. 487. 
Mecklenburgiſche Geſchichte von Ober⸗ 


lehrer Otto Vitenſe in Neubranden⸗ 


burg i. M. Nr. 610. 


Medizin; Geſchichte der, von Dr. med. 
et 


Phil. Paul Diepgen, Privat⸗ 

dozent für Geſchichte der Medizin 

1 Freiburg i. Br. I: Altertum. 
r. 679. 


Meeres kunde, Phyſiſche, von Prof. 
Dr. Gerhard Schott, Abteilungs- 
vorſteher bei d. Deutſchen Seewarte 
in Hamburg. Mit 39 Abbildungen 
im Text und 8 Tafeln. Nr. 112. 

Meeres ſtrömungen. Luft⸗ u. Meeres ⸗ 
ſtrö mungen v. Dr. Franz Schulze, 
Dir. d. Navigationsſchule zu Lübeck. 
Mit 27 Abb. u. Tafeln. Nr. 551. 

Menſchliche Körper, Der, ſein Bau u. 
ſeine Tätigkeiten von E. Rebmann, 
Oberſchulrat in Karlsruhe. MitGe- 
ſundheitslehre v. Dr. med. H. Sei⸗ 
ler. Mit 47 Abb. u. 1 Tafel. Nr. 18. 


ometrie der 
„der Diffe⸗ 
chnung von 


Metallographie. Kurze, gemeinfaß⸗ 
liche Darſtellung der Lehre von den 
Metallen u. ihren Legierungen unter 
beſond. Berückſichtigung der Metall⸗ 
mitrofkopie v. Prof. E. Heyn u. Prof. 
O. Bauer a. Kgl. Materialprüfungs⸗ 
amt (Gr.⸗ Lichterfelde) d. K. Techn. 
Hochſchule zu Berlin. I: Allgem. 
Teil. Mit 45 Abb. im Text und 5 
Lichtbildern auf 3 Tafeln. Nr. 432. 
— II: Spez. Teil. Mit 49 Abbil⸗ 
dungen im Text und 37 Lichtbildern 
auf 19 Tafeln. Nr. 433. 
Metallurgie von Dr. Auguſt Geitz in 
| Kriſtiansſand (Norwegen). I. II. 
Mit 21 Figuren. Nr. 313, 314. 
Meteore. Aſtronomie. Größe, Bewe⸗ 
gung u. Entfernung der Himmels⸗ 
körper von A. F. Möbius, neu be⸗ 
arbeitet von Dr. Herm. Kobold, 
| Prof. a. d. Univ. Kiel. II: Kometen, 
Meteore u. das Sternenſyſtem. Mit 
| 15 Fig. u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 
Meteorologie v. Dr. W. Trabert, Prof. 
! an der Univerſität Wien. Mit 49 
Abbild. u. 7 Taſeln. Nr. 54. 
Militäriſche Bauten von Reg.⸗Bau⸗ 
meiſter R. Lang in Stuttgart. Mit 
59 Abb. Nr. 626. 
Militärſtrafrecht von Dr. Max Ernſt 
Mayer, Prof. an d. Univ. Straß⸗ 
burg i. E. 2 Bde. Nr. 371, 372. 
Mineralogie von Geheimer Bergrat 
t Dr. R. Brauns, Prof. an d. Univ. 
Bonn. Mit 132 Abbild. Nr. 29. 
Minneſang und Spruchdichtung. 
| Walther von der Vogelweide mit 
Auswahl aus Minneſang und 
Spruch dichtung. Mit Anmerkungen 
u. einem Wörterb. von O. Güntter, 
Prof. an d. Oberrealſchule u. an d. 
Techn. Hochſchule i. Stuttgart. Nr. 23. 
Mittelhochdeutſche Dichtungen aus 
mittelhochdeutſcher Frühzeit. In 
Auswahl mit Einleitg. u. Wörter⸗ 
buch herausgeg. von Dr. Hermann 
Jantzen, Dir. d. Königin Luiſe. 
Schule i. Königsberg i. Pr. Nr. 137. 
Mittelhochdeutſche Grammatik. Der 
Nibelunge Nöt in Auswahl und 
mittelhochdeutſche Grammatik mit 
kurz. Wörterb. v. Dr. W. Golther, 
Prof. a. d. Univ. Roſtock. Nr. 1. 
| Morgenland. Geſchichte des alten 
Morgenlandes v. Dr. Fr. Hommel, 
H Prof. an d. Univerjität München. 


Í 


| 
| = 


i Mit 9 Bildern u. 1 Karte. Nr. 43. 
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Morphologie und Organographie der 
Pflanzen v. 
hauſen in Kiel. Mit 123 Abbildgn. 
Nr. 141. 


Mörtel. Die Induſtrie d. künſtlichen 


Bauſteine und des Mörtels von 
Dr. G. Rauter in Charlottenburg. 
Mit 12 Tafeln. Nr. 234. 


Mundarten, Die deutſchen, von Prof. 


Dr. H. Reis in Mainz. Nr. 605. 


Hubert Grimme, Profeſſor an der 
Univerſ. Münſter i. W. Nr. 461. 


Münzweſen. Maß⸗, Münz⸗ und Ge⸗ 


. von Dr. Aug. Blind, 
Prof. a. d. Handelsſchule in Köln. 
Nr. 283. 


Murner, Thomas. Martin Luther u. 
Thomas Murner. Ausgewählt u. 
m. Einleitungen u. Anmerk. verſehen 


von Prof. G. Berlit, Oberlehrer am 
Nikolaigymnaſ. zu Leipzig. 


alterlichen, v. ‚Dr. A. 


Steinhaußen. 2 Bdch. Mit zahlr. 


Abb. u. Muſitseil. Nr. 121 u. 347. 


Muſikaliſche Akuſtik von Profeſſor Dr. 
Karl L. 
36 Abbildungen. Nr. 21. 


Muſikal. Formenlehre Kompo ſitivns⸗ 


lehre) von Stephan Krehl. I. II. 
Mit viel. Notenbeiſp. Nr. 149, 150. 

Muſikäſthetik von Dr. Karl G Gruns ty i in 
Stuttgart. Nr. 344. 


Muſikgeſchichte des 17. und 18. Jahr⸗ Í 


hunderts von Dr. Karl Grunsky in 

Stuttgart. Nr. 239. 
Muſikgeſchichte ſeit Beginn des = 

Jahrhunderts v. Dr. K. Gruns 

in Stuttgart. I. II. Nr. 164, 1 
Muſiklehre, Allgemeine, von, Stephan | 

Krehl in Leipzig. Nr. 220. 


Mythologie, Germaniſche, von p. 


Eugen Mogk, Pror- a. d. 
Leiozig. Nr. 15 

— Griechiſche u. römiſche, von Prof. 
Dr. Herm. Steuding, Rektor des 
Gymnaſ. in Schneeberg. Nr. 27. 

Nadelhölzer, Die, von Dr. F. W. Neger, 
Prof. an der Königl. Forſtakademie 
zu Tharandt. Mit 85 Abbildungen, 
5 Tabellen und 3 Karten. Nr. 355. 

Nahrungsmittel. Ernährung u. Nah⸗ 
rungs mittel v. Oberſtabsarzt m 
H. Biſchoff in Berlin. Mit 4 Ab- 
bildungen. Nr. 464. 


Prof. Dr. M. Nord- 


Nr. 7. 
Muſik, Geſchichte der alten und mittel⸗ 
Möhler in 


Schäfer in Berlin. Mit 


Univerfität 


Nautik. Kurzer Abriß d. täglich an 
Bord von Handelsſchiffen „engem. 
Teils d. gr Von Dr. 
Franz Schulze, Dir. d. Navigations⸗ 
ſchule zu Lübeck. Mit 58 Abb ildgn. 
Nr. 84. 

Neugriechiſch⸗deutſches Geſprächs⸗ 
buch mit beſond. Berücksichtigung d. 
Umgangssprache v. Dr. Johannes 


f Kalitſunakis, Doz. am Seminar für 
Mundarten, Plattdeutſche, von Dr. 


orient. Sprache in Berlin. Nr. 587. 
N Jahrhundert. Geſchichte 
l des 19. Jahrhunderts von Oskar 
Jäger, o. Honorarprof. a. d. Univ. 
Bonn. 1. Bdch.: 1800—1852. Nr. 216. 
— — 2, Sändchen: 1853 bis Ende des 

Jahrhunderts. Nr. 217. 
Neuteſtamentliche Zeitgeſchichte von 
Lic. Dr. W. Staerk, Prof. a. der 
Univ. in Jena. I: Der hiſtoriſche u. 
kulturgeſchichtl. Hintergrund d. Ur⸗ 
Sriſtent 13. M. 3 Karten. Nr. 325. 
— II: Die Religion d. Judentums 
im Zeitalter des Hellenismus und 
der Römerherrſchaft. Mit 1 Plans 
ſkizze. Nr. 326. 
Nibelunge Nöt, Der, in Auswahl und 
mittelhochdeutſche Grammatik mit 
kurzem Wörterb. v. Dr. W. Golther, 
Prof. an der Univ. Roſtock. Nr. 1. 
weh Literaturgeſchichte I: Die 

isländ. u. norweg. Literatur des 
Mittelalters v. Dr. Wolfg. Golther, 
an an der Univerſität Roſtock. 

| K. 2 

e von Prof. Dr. J. Behe 

i rens, Vorſt. d. Großherzogl. land⸗ 

wirtſchaftl. Verſuchsanſt. Auguſten⸗ 

4 berg. Mit 53 Figuren. Nr. 123. 

f Ole. Die Fette u. Sle ſowie d. Seifen⸗ 

u. Kerzenfabrikation u. d. Harze, 

Lacke, Firniſſe mit ihren wichtigſten 

Sitfeftorfer n Dr. Karl Braun in 

! Berlin. I: Einführung ind. Chemie, 

| Beſprechung einiger Salze u. der 

} Fette und Sle. Nr. 335. 

Ole und Riechſtoffe, Atheriſche, zor 
p: F. Rochuſſen in Miltitz. 

9 Abbildungen. Nr. 446. 

Optik. Einführung in d. geometriſche 
Optik von Dr. W. Hinrichs in Wil⸗ 
mersdorf⸗Berlin. Nr. 532. 

Drientaliſche Literaturen. Die Lite⸗ 
raturen des Orients von Dr. M. 
Haberlandt, Privatdoz. an d. Uni⸗ 
verſität Wien. I: Die Literaturen 
Oſtaſiens und Indiens. Nr. 162. 
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Erientalifhe Literaturen. Die Lites 
raturen des Erien:s von Dr. M. 
and: d. U 


Wi n 
b. pa a Semiten und Türken. 


Nr. 183. 


Orients von Dr. Ant. Baumſtark. 

I: Einleitg. — Das chriſtl.⸗aramäi⸗ 

ſche u. d. topt, Schrifttum. Nr. 527. 

I: Das chhriſtlich⸗arabiſche und 

iopiſche Schrifttum. — Das 

che Schrifttum der Armenier 
und Georgier. Nr. 528. 

Bet an im Deutſchen, Die, ihre 
Entwicklung u. ihre Herkunft von 
Dr. Rudolf Kleinpaul in Leipzig 
Gohlis. Nr. 573. 

Oſtafrika. Die deutſchen Kolonien 
III: Oſtafrika von Prof. Dr. K 


chriſ 


Dove. Mit 16 Taf. u. 1 tithogr. 
Karte. Nr. 567. 
Oſterreich. SHiterreihiihe Geſchichte 


von Prof. Dr. Franz v. Krones, neu- 


bearb. von Dr. Karl Uhlirz, Prof. 
a. d. Univ. Graz. I: Von d. Urzeit 
b. z. Tode 


bis z. Weſtf. Frieden (1440—1648). | 
Mit 3 S Stammtafeln. Nr. 105. 


— Landes kunde v. Öiterreihsllngern | 


von Dr. Alfred Grund, Prof. an 
d. Univerſität Prag. Mit 10 Tert- | 
illuſtrationen u. 1 Karte. 
Ovidius Naſo, Die Metamorphoſen 
1 In Aus wahl mit einer Einleit. 


An merk. herausgeg. v. Dr. Jul. 
1 5 5 in Frankfurt a. M. Nr. 442. 


ae a Grundriß von Profeſſor 
Rein, Direktor d. Pädagog. 

ee a. d. Univ. Jena. Nr. 12 

— Geſchichte der, von Oberlehrer Dr. 
H. Weimer in Wiesbaden. Nr. 145. 

Paläogeographie. Geolog. Geſchichte 
der Meere und Feſtländer von Dr. 
Franz Koſſmat in Wien. Mit 6 
Karten. Nr. 406. 

Paläoklimatologie von Dr. Wilh. R. 
Eckardt i. Weilburg (Lahn). Nr. 482. 

Paläontologie von Dr. Rub. Hoernes, 
Profeſſor an der Univerſität Graz. 
Mit 87 Abbildungen. Nr. 95. 

— und Abſtammungslehre von Dr. 
Karl Diener, Prof. an der Univerf. 
Wien. Mit 9 Abbild. Nr. 460. 


Die chriſtlichen Literaturen des 


König Albrechts II. 
(1439). Mit 11 Stammtaf. Nr. 104. 
— — II: Vom Tode König AlbrechtsII. 


Nr. 244. 


Paläſtina. Landes- und Volkskunde 
Palaſtinas von Lic. Dr. Guſtav 
Höfer in Halle. Mit 8 Volldil⸗ 
dern und 1 Karte. Nr. 345. 

Parallelperſpektine. Rechtwinklige u. 
ſchiefwinllige Axonometrie v. Prof. 
J. Donderti inn in Münſter. Mit 
121 Figuren. Nr. 260. 

Perſonennamen, Die deutſchen, v. Dr. 

Rud. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 422. 

Peru. Die Cordillerenſtaaten von 
| Dr Wilhelm Sievers, Prof. an 

t der Uninerjität Gießen. I: Ein 

j leitung, Bolivia und Peru. Mit 

f 16 Tafeln u. 1 lith. Karte. Nr. 652. 

Petrographie v. Dr. W. Bruhns, Prof. 
an der Bergakademie Clausthal. 
Mit 15 Abbildungen. Nr. 173. 

Pflanze, Die, ihr Bau und ihr Leben 
von Prof. Dr. E. Dennert. Mit 
96 Abbildungen. Nr. 44. 

Pflanzenbaulehre. Ackerbau⸗ und 
Pflanzenbaulehre von Dr. Paul 
Rippert in Eſſen u. Ernſt Langen- 
beck in Groß⸗Lichterfelde. Nr. 232. 

Pflanzenbiologie v. Dr. W. Migula, 
Profeſſor an d. Forſtakademie Eiſe⸗ 
nach. I: Allgemeine Biologie. Mit 
43 Abbildungen. Nr. 127. 

Pflanzenernährung. Agrikulturchemie 

: Pflanzenernährung v. Dr. Karl 
Grauer. Nr. 329. 

Pflanzengeographie von Profeſſor Dr. 
Ludwig Diels in Marburg (Heſſen). 
Nr. 389. 

Pflanzenkrankheiten von Dr. Werner 
Friedr. Bruck, Privatdoz. i. Gießen. 
Mit 1 farb. Tafel und 45 Abbildgn. 
Nr. 310. 

Pflanzenmorphologie. Morphologie 
u. Organographie d. Pflanzen von 
Prof. Dr. M. Nordhauſen in Kiel. 
Mit 123 Abbildungen. Nr. 141. 

Pflanzenphyſiologie von Dr. Adolf 
Hanſen, Prof. an der Univerſität 
Gießen. Mit 43 Abbild. Nr. 591. 

Pflanzenreichs, Die Stämme des, von 
Privatdoz. Dr. Rob. Pilger, Kuſtos 
am Kgl. Botan. Garten in Berlin- 
Dahlem. Mit 22 Abb. Nr. 485. 

Pflanzenwelt, Die, der Gewäſſer von 

| Dr. W. Migula, Prof. a. d. Forſtak. 

i Eiſenach. Mit 50 Abb. Nr. 158. 

Pflanzenzellenlehre. Zellenlehre und 

| Anatomie der Pflanzen von Prof. 

| Dr. H. Miehe in Leipzig. Mit 79 
Abbildungen. Nr. 556. 


Pharmakognoſie. Von Apotheker F. 
Schmitthenner, Aſſiſt. a. Botan. 
Inſtitut d. Techn. Hochſchule Karls⸗ 
ruhe. Nr. 251. i 

Pharmazeutiſche Chemie von Privat⸗ 
in Dr. E. Mannheim m in Bonn. 

4 Bändchen. Nr. 543/44, 588, 682. 

Philologie, Geſchichte d. Seins 
v. Dr. Wilh. Kroll, ord. Prof. a. d. 
Unis. Münſter in Beftf. Nr. 367. 

Philo ſophie, Einführung in die, von 
Dr. Max Dentſcger, Profeſſor an 
der Univeriität Bonn. Nr. 281. 

Philoſophie, Geſchichte d. IV: Neuere 
Philoſophie bis Kant von Dr. B. 
Bauch, Profeſſor an der Univerſität 
Jena. Nr. 394. i 

— — V: Immanuel Rant von Dr. 
Bruno Bauch, Profeſſor an d. Uni- | 
verjität Jena. Nr. 538. 

— — VI: Die Philo ſophie im geben 
Drittel des 19. Jahrhunderts vo 
Arthur Drews, Prof. der Philo⸗ 
ſophie an der Techn. Hochſchule in 
Karlsruhe. Nr. 571. f 

— Hauptprobleme der, v. Dr. Georg 
Simmel, Profeſſor an der Univer 
ſität Berlin. Nr. 500. 

— . und Logik zur Einf. in 

Philoſophie von Prof. Dr. Th. 
8 Mit 13 Fig. Nr. 14. 

Photographie, Die. Von H. Keßler, 
Prof. an d. k. k. Graphiſchen Lehr- | 
und Verſuchsanſtalt in Wien. Mit 
3 Taf. und 42 Abbild. Nr. 94. 

Phy ſik, Theoretiſche, von Dr. Guſtav 
Jäger, Prof. der Phyſik an der 
Techn. Hochſchule in Wien. I. Teil: 
Mechanik und Akuſtik. Mit 24 Ab⸗ 
bildungen. Nr. 76. H 

— — II. Teil: Licht u. Wärme. Mit 
47 Abbildungen. Nr. 77. 

— — III. Teil: Elektrizität u. Magner 
tismus. Mit 33 Abbild. Nr. 78. 

— — IV. Teil: Elektromagnet. Licht⸗ 
theorie und Elektronik. Mit 21 Fig. f 
Nr. 374. i 

Phyſik, Geſchichte der, von Prof. A. 

ſtner in Wertheim a. M. I: Die | 
Phyſit bis Newton. Mit 13 Fig. 
Nr. 293. 

— — : Die Phyſik von Newion eis 
z. Gegenwart. Mit 3 Fig. Nr. 294. 

Phyſikaliſch⸗Chemiſche Rechenauf⸗ | 
gaben von Prof. Dr. R. Abegg und 
Privatdozent Dr. O. Sackur, beide 
an der Univ. Breslau. Nr. 445. 
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| Phyſiſche Meeres kunde don 


(Biy fileliihe nufgabenſammlung von 
. Mahler, Prof. der Mathemati 
u. Phyſik am Gymnaſium in Ulm. 
Mit den Reſultaten. Nr. 243. 
Tormelſammlung von G. Mahler, 
Profeſſor am Gymnaſium in Ulm. 
Mit 65 Figuren. Nr. 138. 
Meſſungsmethoden von Dr. Wilh. 
Bahrdt, Oberlehrer an der Ober- 
realſchule in Groß⸗ Lichterfelde. Mit 
49 Figuren. Nr. 301. 
Tabellen v. Dr. A. Leick, Oberlehrer 
an der Comeniusſchule zu Berlin- 
Schöneberg. Nr. 650. 
Phyfiologiſche Chemie von Dr. med. 
A. Segabn in Berlin. E Aſſimila⸗ 
tion. Mi Tafeln. Nr. 240. 
— — H: ation. Mit 1 Taf. 
Nr. 241. 
e Geographie von Dr. Siegm. 
er, Prof. an der Sal. Techn. 
Senne in München. Mit 32 Ab- 
bildungen. Nr. 26. 


Te 


Prof. Dr. 
Gerh. Schott, Abteilungsvorſt. b. d. 
See. Seewarte in Hamburg. M. 

Abb. im Text u. 8 Taf. Nr. 112. 

Putze, Die. ee Einführung in bie 
Kenntnis ihrer Formenreihen von 
Prof. Dr. G. Lindau in Berlin. Mit 
10 Figurengruppen i. Text. Nr. 574. 
— Spalt: und Schleimpilze. Eine 
Einführung in ihre Kenntnis von 
Prof Dr Guſtav Lindau, Kuſtos 
am Kgl. Botaniſchen Muſeum und 
Privatdozent der Botanik an der 
Univerſität Berlin. Mit 11 Ab- 
bildungen. Nr. 642. 

Planetenſyſtem. Aſtronomie (Größe, 
Bewegung u. Entfernung d. Him⸗ 
melskörper) von A. F. Möbius, neu 
bearb. von Dr. Herm. Kobold, Prof. 
a. d. Univ. Kiel. I: Das Planeten 
ſyſtem. Mit 33 Abbild. Nr. 11. 

Plankton, Das, des Meeres von Dr. 
G. Stiasny in Wien. Mit vielen 
Abbildungen. Nr. 675. 

Plaſtik, Die, des Abendlandes von 
Dr. Hans Stegmann, Direktor des 
Bayer. Nationalmujeums in Rin- 
chen. Mit 23 Tafeln. Nr. 116. 

— Die, feit Beginn des 19. Jahrhun⸗ 
derts von A. Heilmeyer in Mün- 
chen. Mit 41 Vollbildern. Nr. 321. 

Plattdeutſche Mundarten von Dr. Hub. 
Grimme, Profeſſor an der Univer⸗ 
fität Münſter i. W. Nr. 461. 
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Poetik, Deutſche, v. Dr. K. Borinski, 
Prof. a. d. Univ. München. Nr. 40. 
Polarlicht. Erdmagnetismus, Erd⸗ 
ſtrom u. Polarlicht von Dr. A. 
Nippoldt, Mitglied des Kgl. Preuß. 
Meteorolog. Inſtituts zu Potsdam. 
Mit 7 Taf. u. 16 Figuren. Nr. 175. 
golniſche Geſchichte von Dr. Clemens 
Brandenburger in Poſen. Nr. 338. | 
Bommern. Landeskunde von Pome | 
mern von Dr. W. Deede, Prof. an 
der Univerſität Freiburg i. B. Mit 
10 Abb. und Karten im Text und 
1 Karte in Lithographie. Nr. 575. 
Zortugieſiſche Geſchichte v. Dr. Guſtav 
Diercks in Berlin⸗Steglitz. Nr. 622. 
Zortugieſiſche Literaturgeſchichte von | 
Dr. Karl von Reinhardſtoettner, 
Profeſſor an der Kgl. Techn. Hoch⸗ 
ſchule München. Nr. 213. 
zo ſamentiererei. Textil⸗Induſtrie II: 
Weberei, Wirkerei, Poſamentiere⸗ 
rei, Spitzen⸗ und Gardinenfabri⸗ 
ration und Filzfabrikation v. Prof. 
Max Gürtler, Geh. Regierungsrat 
im Kgl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. ; 
zoſtrecht von Dr. Alfred Wolde, Poſt⸗ 
inſpektor in Bonn. Nr. 425. f 
zreßluftwerkzeuge, Die, von Diplom⸗ 
Ing. P. Iltis, Oberlehrer an der 
Keil. Techn. Schule in Straßburg. 
Mit 82 Figuren. Nr. 493. 
zreußiſche Geſchichte. Brandenbur⸗ 
giſch⸗Preußiſche Geſchichte v. Prof. 
Dr. M. Thamm, Direktor d. Kaiſer 
Wilhelms⸗Gymnaſiums in Monta- 
baur. Nr. 600. 
zreußiſches Staatsrecht von Dr. Fritz 
Stier⸗Somlo, Prof. an der Univ. 
Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299. 
zſychiatrie, Forenſiſche, von Profeſſor 
Dr. W. Weygandt, Dir. der Irren⸗ 
anſtalt Friedrichsberg in Hamburg. 
2 Bändchen. Nr. 410 und 411. 
zſychologie und Logik zur Einführung 
in d. Philoſophie v. Prof. Dr. Th. 
Elſenhans. Mit 13 Fig. Nr. 14. 
zſychophyſik, Grundriß der, v. Prof. | 
Dr. G. F. Lipps in Zürich. Mit 
3 Figuren. Nr. 98. 
zumpen, Druckwaſſer⸗ und Druckluft⸗ | 
Anlagen. Ein kurzer Überblick von 
Dipl.⸗Ing. Rudolf Vogdt, Regie⸗ 
rungsbaumeiſter a. D. in Aachen. | 
Mit 87 Abbildungen. Nr. 290. 


Quellenkunde d. deutſchen Geſchichte 
von Dr. Carl Jacob, Prof. an der 
Univerſität Tübingen. 1. Band. 
Nr. 279. 


Radioaktivität von Dipl.-Ing. Wilh. 


Frommel. Mit 21 Abbildungen 
Nr. 317. 

Rechnen, Das, in der Technik u. ſeine 
Hilfsmittel (Rechenſchieber, Rechen⸗ 
tafeln, Rechenmaſchinen uſw.) von 
Ing. Joh. Eug. Mayer in Freiburg 
i. Br. Mit 30 Abbild Nr. 405. 

— Kaufmänniſches, von Profeſſor 
Richard Juſt, Oberlehrer an der 
Offentlichen Handelslehranſtalt der 
Dresdener Kaufmannſchaft. I. II. 
III. Nr. 139, 140, 187. 

Recht des Bürgerlichen Geſetzbuchs. 

Erſtes Buch: Allg. Teil. I: Ein- 

leitung — Lehre v. d. Perſonen u. 

v. d. Sachen v. Dr. P. Oertmann, 

Prof. a. d. Univ. Erlangen. Nr. 447. 

— II: Erwerb u. Verluſt, Geltend⸗ 

machung u. Schutz der Rechte von 

Dr. Paul Oertmann, Profeſſor an 

der Univerſität Erlangen. Nr. 448. 

Zweites Buch: Schuldrecht. I. Ab⸗ 

teilung: Allgemeine Lehren von 

Dr. Paul Oertmann, Profeſſor an 

der Univerſität Erlangen. Nr. 323. 

— II. Abt.: Die einzelnen Schuld⸗ 

verhältniſſe v. Dr. Paul Oertmann, 

Prof. an der Univerſität Erlangen. 

Nr. 324. 

Drittes Buch: Sachenrecht von Dr. 

F. Kretzſchmar, Oberlandesgerichts⸗ 

rat in Dresden. I: Allgem. Lehren. 

Beſitz und Eigentum. Nr. 480. 

— II: Begrenzte Rechte. Nr. 481. 

Viertes Buch: Familienrecht von 

Dr. Heinrich Titze, Profeſſor an der 

Univerſität Göttingen. Nr. 305. 

Fünftes Buch: Erbrecht von Dr. 

Wilhelm von Blume, ord. Prof. der 

Rechte an der Univerſität Tübingen; 

I. Abteilung: Einleitung. — Die 

Grundlagen des Erbrechts. Nr 659. 


— — II. Abteilung: Die Nachlaßbe⸗ 


teiligten. Mit 23 Figuren. Nr. 660. 
Recht der Verſicherungsunterneh⸗ 
mungen, Das, von Regierungsrat 
a. D. Dr. jur. K. Leibl, eritem 
Direktor der Nürnberger Lebens- 
verſicherungsbank, früher Mitglied 
des Kaiſerlichen Auffichtsamts für 
Privatverſicherung. Nr. 635. 
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Rechts ſchutz, Der internationale ges 
werbliche, von J. Neuberg, Naiſerl. 
Regierungsrat, Mitglied d. Kaiſerl. 
Patentamts zu Berlin. Nr. 271. 

Rechtswiſſenſchaft, Einführung in 
die, von Dr. Theodor Sternberg 
in Berlin. I: Methoden⸗ und 

uellent! Nr. 169. 

— — Il: Das Syſtem. Nr. 170. 

Redelehre, Deutſche, v. Hans Probſt, 
Gymnaſialprof. in Bamberg. Nr. 61. 

Redeſchrift ſiehe: Stenographie. 


Reichs finanzen, Die Entwicklung der, 


von Präſident Dr. R. van der 
Borght in Berlin. Nr. 427 
Religion, Die Entwicklung der chriſt⸗ 
lichen, innerhalb des Neuen Teſta⸗ 
ments von Profeſſor Dr. Lie. 
Carl Clemen Nr. 388. 
Religion, Die, des Judentums im 
Zeitalter des Hellenismus u. der 
Römerherrſchaft von Lie. 
Staerk (Neute 
geſchichte II.) 
ſtizze. Nr. 326. 
Religionen der Naturvölker, 


114 
Mit e 


Bremen. Nr. 449. 


Religions wiſſenſchaft, Abriß der ver⸗ 


Profeſſor Dr. 


gleichenden, von 
Nr. 208. 


Th. Achelis in Bremen. 
Renaiſſance. 
naiſſance. Geſittung, Forſchung, 
Dichtung v. Dr. Robert F. Arnold, 


Prof. an der Univerjität Wien. 


Nr. 189. 

Reptilien. Das Tierreich III: Rep⸗ 
tilien und Amphibien. Von Dr. 
Franz Werner, Prof. a. d. Univers. 
Wien. Mit 48 Abb. Nr. 383. 

Rheinprovinz, Landeskunde der, von 
Dr. V. Steinecke, Direktor d. Real⸗ 


gymnaſiums in Eſſen. Mit 9 A55., | 
3 Kärtchen und 1 Karte. Nr. 308. 
Atheriſche Sle und 


Riechſtoffe. a 
Riechſtoffe von Dr. F. Rochuſſen in 
Miltitz. Mit 9 Abb. Nr. 446. 


Roman. Geſchichte des deutſchen 
Romans von Dr. Hellm. Mielke. 


Nr. 229. 
Romaniſche Sprachwiſſenſchaft von 
-, Dr. Adolf Zauner, Prof. a. d. Univ. 
Gras. 2 Bände. Nr. 128, 250. 
Römiſche Altertumskunde von Dr. Leo 
Bloch in Wien. Mit 8 Vollbildern. 
Nr. 45. 


Die, N 
von Dr. Th. Achelis, Profeſſor in 


Die Kultur der Re⸗ 


Rö miſche Geſchichte von Realgym⸗ 
naſial-Direktor Dr. Jul. Koch ir 
Grunewald. 2 Bdchn. (I: Königs 
zeit und Republik. II: Die Kaifer- 
seit bis zum Untergang des Weſt⸗ 
römiſchen Reiches.) Nr. 19 u. 677. 

Römiſche Literaturgeſchichte von Dr. 
Herm Joachim in Hamburg. Nr. 52. 

Römiſche und griechiſche Mythologie 
von Profeſſor Dr. Hermann Sier- 


ding, Rektor des Gymnaſiums in 
_ Schneeberg. Nr. 27. 

Römiſche Rechtsgeſchichte von Dr. 
Robert von Mayr, Prof. an der 
Deutſchen Univers. Prag. 1. Buch: 
Die Zeit d. Volksrechtes. 1. Hälfte: 
Das che Recht. Nr. 577. 


— — 2. Hälfte: Privatrecht. Nr. 578. 

— 2. Buch: Zeit des Amts⸗ 
und Verke 1. Hälfte: 
Das öff Nr. 645. 


Privatrecht II. 


Ruſſiſche Geſchichte von 
Í Dr. Wilh. Reed, Oberlehrer am 
Oſtergymnaſium in Mainz. Nr. 4. 
— Landeskunde des Europäiſchen 
Rußlands nebſt Finnlands von 
Profeſſor Dr. A. Philippſon in 
N Halle a. S. Nr. 359. 
Ruſſiſch⸗Deutſches Geſprächs buch von 
Pr. Erich Berneker, Profeſſor an 
der Univerſität München. 68. 
Ruſſiſche Grammatik von Dr. Erich 
Berneker, Profeſſor an der Uni- 
verjität München. Nr. 66. 
Ruſſiſche Handelskorreſpondenz von 
Dr. Theodor von Kawraysk9 in 
j Leipzig. Nr. 315. 
Rnuſſiſches Leſebuch mit Gloſſar von 
Dr. Erich Berneker, Profeſſor an 
der Univerſität München. Nr. 67. 
Ruſſiſche Literatur von Dr. Erich 
i Boehme, Lektor a. d. Handelshoch⸗ 
ſchule Berlin. I. Teil: Auswahl mo- 
derner Proja u. Poeſie mit aus⸗ 
führlichen Anmerkungen u. Akzent⸗ 
bezeichnung. Nr. 403. 
i — — U. Zeil: Breso101% Tapıasz, 
Pasckaan. Mit Anmerkungen und 
i Akzentbezeichnungen. Nr. 404. 
Rnuſſiſche Literaturgeſchichte von Dr. 
f Georg Polonstii in München. 
i Nr. 166. 
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Ruſſiſches Vokabelbuch, Kleines, von 


Dr. Erich Boehme, Lektor an der 
Handelshochſchule Berlin. Nr. 475 
Sachenrecht. Recht d. Bürgerl. Ge⸗ 


ſetzbuches. Drittes Buch: Sachen⸗ i 
Ober⸗ 
Dresden. I: All⸗ 
Beſitz u. Eigentum, 


recht von Dr. F. Kretzſchmar, 
landesgerichtsz. 
gemeine Lehrer 

— — II: Begrenzte Rechte. Nr. 480. 
481. 

Sachs, Hans. Ausgewählt u. erläut. 
v. Prof. Dr. Julius Sahr. Nr. 24. 

Sachen. Sächſiſche Geſchichte v. Prof. 
Otto Kaemmel, Rektor d. Nikolai⸗ 


gymnaſiums zu Leipzig. Nr. 100. 


— Landeskunde des Königreichs 


Sachſen v. Dr. J. Zemmrich, Ober⸗ 
lehrer am Realgymnaſ. in Plauen. 
Mit 12 Abbildungen u. 1 Karte. 


Nr. 258. 
Säugetiere. Das Tierreich I: Säuge⸗ 


tiere von Oberſtudienrat Prof. Dr. j 
Kurt Lambert, Vorſteher des Kgl. 
Naturalienkabinetts in Stuttgart. 


Mit 15 Abbildungen. Nr. 


282. 


Schattenkonſtruktionen von Profeſſor 


J. Vonderlinn in Münſter. Mit 114 
Figuren. Nr. 238. 


Schiffs⸗ und Küſtenartillerie bis zur 


Gegenwart, Die Entwicklung der, 
von Korvettenkapitän Huning. Mit 


Abbild. und Tabellen. Nr. 606. 
Schleswig⸗Holſtein. Landeskunde von 


Schleswig⸗Holſtein, Helgoland u. 
der freien und Hanſeſtadt Ham⸗ 
burg von Dr. Paul Hambruch, Ab⸗ 
teilungsvorſteher am Muſeum für 


Völkerkunde in Hamburg. Mit Abb., 
Plänen, Profilen und 1 Karte in 
Lithographie. Nr. 563. 


Schleuſenbau. Kanal⸗ u. Schleuſen⸗ 
bau von Regierungsbaumeiſter 
Otto Rappold in Stuttgart. Mit 
78 Abbildungen. Nr. 585 


585. 

Schmalſpurbahnen (Klein-, Ardbeits⸗ 
u. Feldbahnen) v. Dipl.⸗Ing. Aug. 
Boshart in Nürnberg. Mit 99 Ab- 
bildungen. Nr. 524. 

Schmarotzer und Schmarotzertum in 


der Tierwelt. Erſte Einführung in 


die tieriſche Schmarotzerkunde von 
Dr. Franz v. Wagner, a. o. Prof. a. 
d. Univ. Graz. Mit 67 Abbildgn. 
Nr. 151. 


Schreiner⸗Arbeiten. Tiſchler⸗(Schrei⸗ 
ner⸗) Arbeiten I: Materialien, 
Handwerkszeuge, Maſchinen, Ein⸗ 
zel verbindungen, Fußböden, Pens 
ſter, Fenſterladen, Treppen, Aborte 
von Prof. E. Viehweger, Architekt 
in Köln. Mit 628 Fig. auf 75 Ta⸗ 
feln. Nr. 502. 

Schuldrecht. Recht des Bürgerl. Ge⸗ 
ſetzbuches. Zweites Buch: Schuld⸗ 
recht. I. Abteilung: Allgemeine 
Lehren von Dr. Paul Oertmann, 
Prof. a. d. Univ. Erlangen. Nr. 323. 

— — II. Abteilung: Die einzelnen 
Schuldverhältniſſe von Dr. Paul 
Oertmann, Profeſſor a. d. Uni⸗ 
verſität Erlangen. Nr. 324. 

Schule, die deutſche, im Auslande von 


Hans Amrhein, Seminar-Über- 
lehrer in Rheydt. Nr. 259. 


Schulhaus. Die Baukunſt des Schul⸗ 


I: Das 

Mit 38 Abbild. II: Die 

— Die Nebenanlagen. 

Mit 31 Abbild. Nr. 443 und 444. 

Schulpraxis. Methodik d. Volksſchule 

von Dr. R. Seyfert, Seminardirek⸗ 

tor in Zſchopau. Nr. 50. 

Schweiß⸗ und Schneidverfahren, Das 

autogene, von Ingenieur Hans 

} Nieſe in Kiel. Mit 30 Fig. Nr. 499. 

Schweiz. Schweizeriſche Geſchichte 

von Dr. K. Dändliker, Profeſſor an 

der Univerſität Zürich. Nr. 188. 

Landeskunde der Schweiz von 

Prof. Dr. H. Walſer in Bern. Mit 

| 16 Abb. und 1 Karte. Nr. 398. 

Schwimmanſtalten. Offentl. Bades 

und Schwimmanſtalten von Dr. 

Karl Wolff, Stadt⸗Oberbaurat in 
Hannover. Mit 50 Fig. Nr. 380. 

Seemacht, Die, in der deutſchen Ge- 

ſchichte von Wirkl. Admiralitätsrat 

| Dr. Ernſt von Halle, Profeſſor an 

der Univerſität Berlin. Nr. 370. 

Seerecht, Das deutſche, von Dr. Otto 

Brandis, Oberlandesgerichtsrat in 

Hamburg. I: Allgemeine Lehren: 

Perſonen und Sachen des See⸗ 

rechts. Nr. 386. 

— — II: Die einzelnen ſeerechtlichen 
Schuldverhältniſſe: Verträge des 
Seerechts und außervertragliche 
Haftung. Nr. 387. 
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Seifenfabrikation, Die, die Seifen: 


analyje und d. Kerzenfabrikation 


v. Dr. Karl Braun in Berlin. (Die 
Fette u. Cle II.) Mit 25 Abbildgn. 
Nr. 336. 
Semitiſche Sprachwiſſenſchaft von 
Dr. C. Brockelmann, Profeſſor an 
der Univerſ. Königsberg. Nr. 291. 
Serbokroatiſche Grammatik von Dr. 
Vladimir Coroviẽ, Bibliothekar des 
bosn.⸗herzegow. Landes muſeums 
in Sarajevs (Bosnien). 
Silikate. Induſtrie der Silikate, der 
Tünſtlichen Bauſteine und des 


Mörtels von Dr. Guſtav Rauter in 


Charlottenburg. I: Glas u. terami- 
ſche Induſtrie. M. 12 Taf. Nr. 233. 
— — II: Die Induſtrie der künſtlichen 
Bauſteine und des Mörtels. 
12 Tafeln. Nr. 234. 
Simplicius Simpliciſſimus von 
Jakob Chriſtoffel v. Grimmels 
jen. In Auswahl herau 


ans 


don 


geg. 


der Univerfität Breslau. 


Skandinavien, Landeskunde von, 
(Schweden, Norwegen u. Däne⸗ 
mark) von Heinrich Kerp, Kreis⸗ 
ſchulinſpektor in Kreuzburg. Mit 


11 Abb. und 1 Karte. 


Slaviſche Literaturgeſchichte von Dr. 


Joſef Karaſek in Wien. I: Miere 

Literatur bis zur Wiedergeburt. 

Nr. 277. 

— — II: Das 19. Jahrh. Nr. 278. 

Soziale Frage. Die Entwicklung der 
ſozialen Frage von Profeſſor Dr. 
Ferdin. Tönnies. Nr. 353. 

Sozialverſicherung von Prof. Dr. M- 
fred Manes in Berlin. Nr. 267. 


Soziologie von Prof. Dr. Thomas 
Achelis in Bremen. Nr. 101. 


Spalt: und Schleimpilze. Eine Cin- 


führung in ihre Kenntnis von Prof. 
Dr. Guſtav Lindau, Kuſtos am Kgl. 
Botaniſchen Muſeum und Privat⸗ 
dozent der Botanik an der Uni⸗ 


verſität Berlin. Mit 11 Abbil- 


dungen. Nr. 642. 


Spanien. Spaniſche Geſchichte von 


Dr. Guſtav Diercks. Nr. 266. 


— Landeskunde der Iberiſchen Halb⸗ 
inſel v. Dr. Fritz Regel, Prof. an 


der Univ. Würzburg. Mit 8 Kärt⸗ 


chen und 8 Abbild. im Text und 
Nr. 235. 


1 Karte in Farbendruck. 


Nr. 638. 


Mit 


Prof. Dr. F. Bobertag, Dozent an Spruchdichtung⸗ 


Nr. 138. 


Nr. 202. 


Spaniſche Handelskorreſpondenz von 
Dr. Alfredo Nadal de Nariezcur⸗ 
rena. Nr. 295. 


Spaniſche Literaturgeſchichte v. Dr. 


Rud. Beer, Wien. I. II. Nr. 167, 168. 
Speicher, Induſtrielle und gewerb⸗ 
liche Bauten (Speicher, Lagerhäu⸗ 
ſer u. Fabriken) v. Architekt Heinr. 
Salzmann in Düſſeldorf. II: Spei⸗ 
„cher u. Lagerhäuſer. Mit 123 Fig. 
Nr. 512. 

Spinnerei. Textilinduſtrie I: Spin⸗ 
nerei und Zwirnerei von Prof. 
Max Gürtler, Geh. Regierungsrat 
im Königl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 39 Figuren. Nr. 184. 

Spitzenfabrikation. Textilinduſtrie 
II: Weberei, Wirkerei, Poſamen⸗ 
tiererei, Spitzen⸗ und Gardinen⸗ 
fabrikat. u. Filsfabrikation von 
Prof. Max Gürtler, Geh. Regie 

7 im Kgl. Landesgewerbe⸗ 

amt zu Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. 

Walther von der 

Auswahl aus 

Spruchdichtung. 

. einem Wörter- 

ıtier, Prof. a. d. 

le u. an der Techniſchen 

Hochſchule in Stuttgart. Nr. 23. 

Staatslehre, Allgemeine, von Dr. 
Hermann Rehm, Prof. a. d. Uni 
verſität Straßburg i. E. Nr. 358. 

Staatsrecht, Allgemeines, von Dr. 
Julius Hatſchet, Prof. d. Rechte 
an der Univerſität Göttingen. 

| 3 Bändchen. Nr. 415—417. 

1 


Vogelweide mit 
Minneſang und 
Mit Anme 


rg 


rigt 


Staatsrecht, Preußiſches, von Dr. Fritz 
Stier⸗Somlo, Prof. a. d. Univerſi⸗ 
tät Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299. 
[Stadt, Die deutſche, und ihre Ver⸗ 
waltung. Eine Einführung in die 
Kommunalpolitik der Gegenwart. 
Herausgegeben von Dr. Otto Moſt, 
Beigeordn. der Stadt Düſſeldorf 
I: Verfaſſung und Verwaltung im 
allgemeinen; Finanzen u. Steuern; 
Bildungs- und Kunſtpflege; Ge⸗ 
fundheitspflege. Nr. 617 
— — II: Wirtſchafts⸗ u. Sozialpolitik. 
Nr. 662. 
: — — IH: Technik: Städtebau, Tief- 
u. Hochbau. Mit 48 Abbildungen. 
Nr. 663. 
Stammes kunde, Deutſche, von Dr. 
Rudolf Much, a. o. Prof. a. d. Univ. 
Wien. M. 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126. 


ztatik von W. Hauber, Dipl.-Ing. Sternſyſtem. Aſtronomie. Größe, Ve- 


I. Teil: Die Grundlehren der Sta- wegung u. Entfernung d. Himmels- 
tik ſtarrer Körper. Mit 82 Fig. körper v. A. F. Möbius, neu bearb. 
Nr. 178. H v. Dr. Herm. Kobold, Prof. a. d. 


— — II. Teil: Angewandte Statik. Univerj. Kiel. II: Kometen, Me- 
Mit 61 Figuren. Nr. 179. teore u. das Sternſyſtem. Mit 15 
— Graphiſche, mit beſond. Berüd- | Fig. u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 
fichtig. der Einflußlinien von Kgl. Steuerſyſteme des Auslandes, Die, 
Oberlehrer Dipl.-Ing. Otto Henkel v. Geh. Oberfinanzrat O. Schwarz 


in Rendsburg. 1. Teil. Mit 121 Fig: in Berlin. Nr. 426. 

Nr. 603. Stilkunde v. Prof. Karl Otto Hart⸗ 
zteinhauerarbeiten. Maurer- und mann in Stuttgart. Mit 7 Vollbild. 

Steinhauerarbeiten von Prof. Dr. u. 195 Zertilfujtrationen. Nr. 80. 


phil. und Dr.-Ing. Eduard Schmitt Stöchiometriſche Aufgabenſammlung 
in erg 5 Bändchen Mit don Dr. Wilh. Bahrdt, Oberl an 
vielen Abbildungen. Nr. 419—421. ., Oberrealſchule in Groß, Lichter⸗ 
stellwerke, Die mechaniſchen der 6 felde. Mit den Reſultaten. Nr. 452. 
Eisenbahnen, von S. Scheibner, r onbannen bon Dipl-qng. Aug. 
Kol. Oberbaurat a. D. in Berlin. | 2 1 . 7 e Mit 72 Ab- 
er 8 8 id . cr. 399. 
Seofländige mechen che Seek. | Strategie pon Sören, dende. im Ser. 
werke. Mit 38 Abbild. Nr. 674 Sächſ. Kriegsmin. i. Dresd. Nr. 505. 
8 os a „Ströme und Spannungen in Stark⸗ 


ztenographie. Geſchichte der Steno« | ſtromnetzen v. Joſ. Herzog, Dipl.- 
graphie von Dr. Arthur Mentz in Elektroing. in Budapeſt u. Clarence 
Königsberg i. Pr. Nr. 501. Belt. e 
5 i e Delft. Mit 68 Abb. Nr. 456. 
deeGgapelsberger von Dr, Silber | Cübomerita, Geschichte Südamerifas 
Schramm, Landesamtsaſſeſſor in; von Dr. Hermann Luffk. I: Das 
Dresden. Nr. 240. VVV 
— Die Redeſchrift des Gabelsberger⸗ . unb Die Ke en Shen). 


ſchen Syſtems von Dr. Albert _ — IIe Das portugieſiſche Süd⸗ 

Schramm, Landesamtsaſſeſſor in| amerika (Braſilien). Nr. 672. 

Dresden. Nr. 368. Südſeegebiet. Die deutſchen Kolonien 
Stenographie. Lehrbuch d. Verein⸗ II: Das Südſeegebiet und Rians 


fachten Deutſchen Stenographie tſchou v. Prof. Dr. K. Dove. M. 16 
(Einig. -Syſtem Stolze Schrey) Taf. u. 1 lith. Karte. Nr. 520. 
nebſt Schlüſſel, Leſeſtücken u. einem Südweſtafrika. Die deutſchen Kolo⸗ 
Anhang von Profeſſor Dr. Amſel, nien. IV: Südweſtafrika von Prof. 
Oberlehrer des Kadettenkorps in Dr. K. Dove Mit 16 Tafeln und 
Lichterfelde. Nr. 86. [I lithogr. Karte. Nr. 637. 


— Reveſchrift. Lehrbuch der Rede- Talmud. Die Entstehung des Tal- 
ſchrift d. Syſtems Stolze⸗Schrey muds von Dr. S. Funk in Bosko⸗ 
nebſt Kürzungsbeiſp., Leſeſtücken, „ witz. Nr. 479. 3 g 
Schlüſſel und einer Anleitung zur RR von Dr. S. Funk in 
Steigerung der ſtenographiſchen | a „Boskowis. Nr. 583. ee 
Fertigkeit von Heinrich Dröſe, Technik. Das Rechnen in der Technik 
amtl. bad. Landtagsſtenograph in und feine Hilfsmittel (Rechenſchie⸗ 
Karlsruhe (B.). Nr. 494. ber, Kechentafeln, Rechenmaſchinen 

: Ki Pe ch ujm.) von Ing. Joh. Eug. Mayer 

Stereochemie von Dr. E. Wedekind, in Freiburg i. Br. Mit 30 Abbild. 
Prof. an der Univerſität Tübingen. Nr. 405. 

Mit 34 Abbildungen. Nr. 201. echniſch⸗Chemiſche Analyſe von Dr. 

Stereometrie von Dr. R. Glaſer in G. Lunge, Prof. a. d. Eidgenöſſ. 
Stuttgart. Mit 66 Figuren. Polytechn. Schule in Zürich. Mit 
Nr. 97. 16 Abbildungen. Nr. 195. 
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Techniſche Tabellen und Formeln von 
Dr.-Ing. W. Müller, Dipl.-Ing. 
am Kgl. Diateriaiprüfungsemt 5 zu 
Groß⸗Lichterfelde. Mit 


guren. Rr. 579. 
Techniſches Wörterbuch, enthaltend die 


ücke d. Maſchinen⸗ 

3 u. d. Elektro- 

Erich Krebs in Berlin. 

. Nr. 395. 

5 . Nr. 396. 

— — III. Teil: Disch. „Frans. Nr. 453. 

— — IV. Teil: Fran 

Technologie, Allgemeine chemiſche, v. 
Dr. Guſt. Rauter in Charlottenburg 
Nr. 113. 

— Mechaniſche, v. Geh. 
A. Lüdicke in 
Nr. 340, 341. 

Teerfarbſtoffe, Die, mit beſ. Berück⸗ 
ſichtig. der ſynthetiſch. Methoden v. 
Dr. Hans Bucherer, Prof. a. d. Kgl. 
Techn. Hochſchule, Dresd. 


Hofrat Prof 


leitung. Geſchichtliche Entwicklung. 
Die Stellung d. deutſch. Telegra⸗ 


phenweſens im öffentl. Rechte, all⸗ 


gemeiner Teil. Nr. 509. 


— — II: Die Stellung d. deutſch. Tele ⸗ 
graphenweſens im öffentl. Rechte, 


beſonderer Teil. Das Telegraphen⸗ 
Strafrecht. Rechtsv 
Telegraphie z. Publikum. Nr. 510. 
Telegraphie, 
Lud. Rellſtab. Mit 19 Fig. Nr. 172. 


Teſtament. Die Entſtehung des Alten 


Teſtaments v. Lic. Dr. B. Staerk, 
Prof. a. d. Univ. Jena. Nr. 272 


272. 


— Die Entſtehung des Neuen Teſta⸗ 


106 Fi⸗ : 


rich. Nr. 454. 


Braunſchweig. 


Nr. 214. 
Telegraphenrecht v. Poſtinſpektor Dr. 
jur. Alfred Wolcke in Bonn I: Ein⸗ 


erhältnis d. 


Die elektriſche, v. Dr. | 


Textiltechniſche Unterſuchungsmetho⸗ 
den von Dr. Withelm Maſſot, Proa 
feſſor an der Färberei⸗ u. Appre⸗ 
turſchule Krefeld. I: Die Mikro⸗ 
Kopie der Textilmaterialien. Mir 
92 Figuren. Nr. 673. 

Thermodynamik (Techniſche Wärme- 
lehre) v. K. Walther u. M. Röttin- 
ger, Dipl.-Ing. M. 54 Fig. Nr. 242. 

Thermodynamik (Techniſche Wärme⸗ 

lehre). Die thermodynamiſ en 

Grundlagen der Wärmekraft⸗ und 

Kältemaſchinen von M. Röttinger, 

Dipl.⸗Ing. in Mannheim. Nr. 2. 

Thüringiſche Geſchichte v. Dr. Ernſt 

i Devrient in Leipzig. Nr. 352. 

Tierbiologie. Abriß der Biologie der 

Tiere v. Dr. Heinrich Simroth, 
Prof. a. d. Univ. Leipzig. I: Cnt- 
ſtehung u. Weiterbildung der Tier⸗ 

— Beziehungen zur organ. 

Mit 34 Abbild. Nr. 131. 

— II: Beziehungen der Tiere zur 

organiſchen Natur. Mit 35 Abbild. 
Nr. 654. 
Tiere, Entwicklungsgeſchichte der, von 
Dr. 3053. Meiſenheimer, Prof. ber 
Zoologie a. d. Univerſität Jena. 
I: Furchung, Primitivanlagen, 
Larven, Formbildung, Embryonal⸗ 
Hüllen. Mit 48 Fig. Nr. 378. 
— — II: Organbildung. Mit 46 Fi 
guren. Nr. 379. 
rgeographie v. Dr. Arnold Jacobi, 
Profeſſor der Zoologie a. d. Kgl. 
Forſtakademie zu Tharandt. Mit 
2 Karten. Nr. 218. 

Tierkunde von Dr. Franz v. Wagner, 
Prof. a. d. Univerſität Graz. Mit 
78 Abbildungen. Nr. 60. 


| Tie 


1 
H 
i 
| 
H 


ments v. Prof. Lic. Dr. Carl Tierreich, Das, I: Säugetiere v. Obere 
Clemen in Bonn. Nr. 285. | ſtudienr. Prof. Dr. Kurt Lampert, 
Textilinduſtrie. I: Spinnerei und Vorſt. d. Kgl. Naturalienkabinetts 


Zwirnerei v. Prof. Max Gürtler, 
Geh. Reg.⸗Rat im Kgl. Landesge⸗ 


werbeamt, Berlin. M.9 Fig. Nr.184. 
II: Weberei, Wirkerei, Poſamen⸗ 


tiererei, Spitzen⸗ und Gardinen⸗ 


fabrikation und Filz fabrikation 
v. Prof. M. Gürtler, Geh. Regie- i 


rungsrat i. Kgl. Landesgewerbe⸗ 
amt zu Berlin. M. 29 Fig. Nr. 185. 
III: Wäſcherei, Bleicherei, Färbe⸗ 
rei und ihre Hilſsſtoffe von Dr. 
Wilh. Maſſot, ? 
höheren Fachſchule f. Textilinduſtr. 
in Krefeld. Mit 28 Fig. Nr. 186. 


Prof. a. d. Preuß. 


in Stuttgart. M. 15 Abb. Nr. 282. 
III: „Reptilien und Amphibien von 
Dr. Franz Werner, Prof. a. d. Univ. 
Wien. Mit 48 Abb. Nr. 383. 
IV: Fiſche von Prof. Dr. Mar 
Rauther in Neapel. Nr. 356. 
V: Inſekten von Dr. J. Groß in 
Neapel (Stazione Zoologica). Mit 
56 Abbildungen. Nr. 594. 

VI: Die wirbelloſen Tiere von Dr. 
Ludw. Böhmig, Prof. d. Zool. a. d. 
Univ. Graz. I: Urtiere, Schwämme, 
Neſſeltiere, Rippenquallen und 
Würmer. Mit 74 Fig. Nr. 439. 
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Die wirbellnjen | 
5 Böhmig, 
a. d. 
Spinnentiere, 
Weichtiere, 


Tierreich, Das, VI: 
Tiere von Dr. 
Prof. d. Zool. 
II: Krebſe, 
ſendfüßer, 


Tau 


Manteltiere. M. 97 Fig. 


zielle, von Dr. 
Eſſen. Nr. 228. 
Tiſchler⸗(Schreiner⸗) Arbeiten I: Mas 
terialien, Handwerkszeuge, Mas 
ſchinen, Einzelverbindungen, Fuß ⸗ 
bö den, Fenſter, Fenſterladen, Trep⸗ 
pen, Aborte von Prof. E. Vieh⸗ 
weger, Architekt in Köln. Mit 628 
Figuren auf 75 Tafeln. 
Togo. Die deutſchen Kolonien I: Togo 
und Kamerun von Prof. Dr. Karl 
Dove. Mit 16 Tafeln und einer 
lithographiſchen Karte. Nr. 441. 
Toxikologiſche Chemie von Privats | 
dozent Dr. E. Mannheim in Bonn. 
Mit 6 Abbildungen. Nr. 465. 
Trigonometrie, Ebene und ſphäriſche, 


von Prof. Dr. Gerh. Heſſenberg 
Nr. 99. 


in Breslau. Mit 70 Fig. 
Tropenhygiene v. Medizinalrat Prof. 
Dr. Nocht, Direktor des Inſtituts 
für Schiffe und Tropenkrank⸗ 
heiten in Hamburg. Nr. 369. 


Truſt. Kartell und Truſt von Dr. S. 


Tſchierſchky in Düſſeldorf. Nr. 
Turnen, Das deutſche, v. Dr. Rudolf 
Gaſch, Prof. a. König Georg Gymrn. 
in Dresden. Mit 87 Abb. Nr. 628. 


Turnkunſt, Geſchichte der, von Dr. Ru- | 
dolf Gaſch, Prof. a. König Georg⸗ 
Gymnaſium in Dresden. Mit 17 Ab- | 


bildungen. Nr. 504. 
Ungarn. Landeskunde von Sſterreich ⸗ 


Ungarn von Dr. Alfred Grund, 


Prof. an der Univerſität Prag. Mit 
10 Textilluſtr. u. 1 Karte. Nr. 244. 
Ungariſche Literatur, Geſchichte der, 
von Prof. Dr. Ludwig Katona und 
Dr. Franz Szinnyei, beide an der 
Univerſität Budapeſt. Nr. 55 
Ungariſche a v. Dr. Joſef 
Szinnyei, o. 5. Prof. an der Unie | 
verſität Budapeſt. Nr. 595. 


Unterrichtsweſen. Geſchichte d. deut⸗ 


ſchen Unterrichtsweſens von Prof. 
Dr. Friedrich Seiler, Direktor des 
Kgl. Gymnaſiums zu Luckau. 
L Teil: Von Anfang an bis zum 
Ende d. 18. Jahrh. Nr. 275 


2158. 


Univ. Grez. i 


Moostier- J 
chen, Armfüßer, Stachelhäut ter und 
Nr. 440. 
Tierzuchtlehre, Allgemeine und ſpe⸗ 
Paul Rippert in 


Nr. 502. 


Unterrichtsweſen. Geſchichte d. denr 

ſchen Unerrichtsweſen⸗ von Prof. 

Dr. Friedrich Seiler. Direktor des 

Königl. Gymnasiums zu Luckau. 

II. Teil: Vom Beginn d. 19. Jahr⸗ 

hunderts bis auf die Gegenwart. 

Nr. 276. 

Das höhere und mittlere Unter⸗ 

richtsweſen in Deutſchland von 

Profeſſor Dr. Jakob Wychgram, 

Schulrat in Lübeck. Nr. 644. 

Urgeſchichte der Menſchheit von Dr. 
Moritz Hoernes, Profeſſor an der 
Univ. Wien. Mit 85 Abb. Nr. 42. 

Urheberrecht, Das, an Werken der 

| Literatur und der Tonkunſt, das 

Verlagsrecht und das Urheberrecht 

! an Werken d. bildenden Künſte u. 

H Photographie v. Staatsanw. Dr. J. 

Schlittgen in Chemnitz. Nr. 361. 

Urheberrecht, Das deutſche, an litera» 
riſchen, künſtleriſchen u. gewerbl. 
Schöpfungen, mit beſonderer Be⸗ 
rückſichtigung der internationalen 
Verträge von Dr. Guſtav Rauter, 
Patentanwalt in Charlottenburg. 
Nr. 263. 

Urzeit. Kultur der Urzeit von Dr. 
Moritz Hoernes, o. 5. Prof. an der 
Univ. Wien. 3 Bändch. I: Stein- 

! zeit. Mit 40 Bildergrupp. Nr. 564. 

— — U: Bronzezeit. Mit 36 Bilder 


gruppen. Nr. 565. 
| — — III: Eiſenzeit. Mit 35 Bilder⸗ 
gruppen. Nr. 566. 


 Beltoranalyjis von Dr. Siegfr. Balen- 
tiner, Prof. an der Bergakademie 
in Clausthal. Mit 16 Fig. Nr. 354. 

Venezuela. Die Cordillerenſtaaten 
von Dr. Wilhelm Sievers, Prof. 
an der Univerſität Gießen II: Ecua- 
dor, Colombia u. Venezuela. Mit 
16 Tafeln und 1 lithogr. Karte. 
Nr. 653. 

Veranſchlagen, Das, im Hochbau. 
Kurzgefaßtes Handbuch üb. d. We⸗ 
ſen d. Koſtenanſchlags v. Architekt 
Emil Beutinger, Aſſiſtent an der 
Techniſchen Hochſchule in Darm- 
ſtadt. Mit vielen Fig. Nr. 385. 

| Vereinigte Staaten. Landeskunde der 

i Vereinigten Staaten von Nords 

| amerika von Profeſſor Heinrich 

i Fiſcher, Oberlehrer am Luiſenſtädt. 
Realgymnaſium in Berlin. I. Teil: 

| Mit 22 Karten und Figuren im 

i Tert und 14 Tafeln. Nr. 381. 
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Vereinigte Staaten. Landeskunde ber 
Vereinigten Staaten von Nord⸗ 
amerika von Profeſſor Heinrich 
Fiſcher, Oberlehrer am Luiſenſtädt. 
Realgymnaſium i. Berlin. II. Teil: 
Mit 3 Karten im Text, 17 Tafeln 
u. 1 lith. Karte. Nr. 382. 

Vergil. Die Gedichte des P. Vergilius 


Maro. In Auswahl mit einer Gin- 


leitung u. Anmerkungen herausgeg. 
I: Ein 


von Dr. Julius Ziehen. 
leitung und Aeneis. Nr. 497. 
Vermeſſungskunde von Dipl.-Ing. 


P. Werkmeiſter, Oberlehrer an der 
Kais. Techn. Schule in Straßburg 


i. E. I: Feldmeſſen und Nivel⸗ 
lieren. Mit 146 Abb. Nr. 468. 
— — II: Der Theodolit. Trigono- 


metriſche u. barometr. Höhenmeſ⸗ 
Tachymetrie. Mit 109 Ab⸗ 


ſung. 
bildungen. Nr. 469. 
Verſicherungsmathematik von Dr. 
Alfred Loewy, Profeſſor an der 
Univerſität Freiburg i. B. Nr. 180. 


Verſicherungsunternehmungen, Das 
Recht der, von Regierungsrat a. D. 


Dr. jur. K. Leibl, erſtem Direktor der 


Nürnberger Lebensverſicherungs⸗ 
bank, früher Mitglied des Kaiſer⸗ 


lichen Aufſichtsamts für Privat⸗ 
verſicherung. Nr. 635. 


Verſicherungsweſen, Das, von Dr. iur. 


Paul Moldenhauer, Profeſſor der 
Verſicherungswiſſenſchaft an der 


Handelshochſchule Köln. I: Allge⸗ 
meine Verſicherungslehre. Nr. 262. 
— — II: Die einzelnen Verſicherungs⸗ 


zweige. Nr. 636. 


Völkerkunde v. Dr. Michael Haber⸗ 
landt, k. u. k. Kuſtos d. ethnogr. 
Sammlung d. naturhiſt. Hofmu⸗ 
ſeums u. Privatdozent a. d. Univ. 


Wien. Mit 56 Abbild. 
Völkernamen. Länder⸗ 


Nr. 73. 
u. Völker- 


namen von Dr. Rudolf Kleinpaul 


in Leipzig. Nr. 478. 


Volksbibliotheken (Bücher⸗ u. Leſe⸗ 
hallen), ihre Einrichtung u. Ver⸗ 
waltung v. Emil Jaeſchke, Stadt⸗ 
bibliothekar in Elberfeld. Nr. 332. 


Volkslied, Das deutſche, ausgewählt 
un erläutert von Prof. Dr. Jul. 
Sahr. 


Johs. Fuchs, 
Univerjität Tübingen. Nr. 133. 


2 Bändchen. Nr. 25, 132 


Volkswirtſchaftslehre von Dr. Carl 
Profeſſor an der 


Volkswirtſchaftspolitik v. Präſiden: 
Dr. R. van der Borghi, Berlin. 
Nr. 177. 

Waffen, Die blanken, und die Schutz ⸗ 
waffen, ihre Entwicklung von der 
Zeit der Landsknechte bis zur Gegen- 
wart m. beſonderer Berückſichtigung 
der Waffen in Deutſchland, Sſter⸗ 
reich⸗Ungarn und Frankreich von 
W. Gohlke, Feuerwerk⸗-Major a. D. 
in Berlin-Steglitz. Mit 115 Ab- 
bildungen. Nr. 631. 

Wahrſcheinlichkeitsrechnung von Dr. 

Franz Hack, Profeſſor am Eberhard⸗ 

Ludwigs-Gymnaſium in Stuttgart. 

Mit 15 Fig. im Text. Nr. 508. 

Waldeck. Landeskunde des Großher⸗ 

zogtums Heſſen, der Provinz Heſ⸗ 

ſen⸗Naſſau und des Fürſtentums 

Waldeck von Profeſſor Dr. Georg 

Greim in Darr Mit 13 At- 


bildungen und 1 K Nr. 376. 
Waltharilied, Das maße der 

Urſchrift 

Prof. Dr. H. 2 

Realgymnaſ. in We 
Walther von der Vogelweide, mit 

Auswahl a. Minneſang u. Spruch⸗ 
| bi Mit Anmerkgn. u. einem 
| Wörterbuch v. Otto Güntter, Prof. 


a. d. Oberrealſchule und an der 
Techn. Hochſch. in Stuttgart. Nr. 23. 
Walzwerke. Die, Einrichtung und Ber 
trieb. Von Dipl.-Ing. A. Holver⸗ 
ſcheid, Oberlehrer a. d. Kgl. Ma⸗ 
ſchinenbau- u. Hüttenſchule in Duis⸗ 

burg. Mit 151 Abbild. Nr. 580. 

WVarenhäuſer. Geſchäfts⸗ u. Waren⸗ 
häuſer von Hans Schliepmann, 
Königl. Baurat in Berlin. I: Vom 
Laden zum „Grand Magasin“. Mit 
23 Abbildungen. Nr. 655. 

— — II: Die weitere Entwickelung 
der Kaufhäuſer. Mit 39 Abbil⸗ 
dungen. Nr. 656. 

Warenkunde von Dr. Karl Haſſack, 
Prof. u. Leiter der k. k. Handels⸗ 
akademie in Graz. I. Teil: Unorga- 
niſche Waren. M. 40 Abb. Nr. 222. 

— — II. Teil: Organiſche Waren. 
Mit 36 Abbildungen. Nr. 223. 

Warenzeichenrecht, Das. Nach dem 
Geſetz z. Schutz d. Warenbezeich⸗ 
nungen v. 12. Mai 1894. Von Reg. 
Rat J. Neuberg, Mitglied des Kai. 

Nr. 360. 


i Patentamts zu Berlin. 
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Wärme. Thenretiihe Phyſik II. T.: 
Licht u. Wärme. Von Dr. Guſtav 
Jäger, Prof. a. d. Techn. 
Wien. Mit 47 Abbildgn. 

Wärmekraftmaſchinen. 
dynamiſchen Grundlagen der 
Wärmekraft⸗ u. Kältemaſchinen 
von M. Röttinger, Diplom⸗Ing. 
in Mannheim. Mit 73 Figuren. 
Nr. 2. 


Wärmelehre, Techniſche, (Thermady⸗ | 


namik) v. K. Baltjeru.M. Röttin⸗ 
ger, Dipl.⸗Ing. 
Nr. 242. 
Wäſcherei. Textilinduſtrie III: Wä⸗ 
ſcherei, Bleicherei, Färberei und 
ihre Hilfsſtoffe von Dr. Wilh. 


Maſſot, Prof. an der Preuß. Höh. ! 
Fachſchule für Tertilinduſtrie in 


Krefeld. Mit 28 Figuren. Nr. 186. 


Waſſer, Das, und ſeine Verwendung 
in Induſtrie und Gewerbe v. Dr. 


Emft Leher, Dipl.-Ing. in Saal 
feld. Mit 15 Abbildungen. Nr. 261. 
Waſſer und Abwäſſer. Ihre Zujam- 
menſetzung, Beurteilung u. Unter⸗ 
ſuchung v. Prof. Dr. Emil Haſel⸗ 
hoff, Vorſt. d. landwirtſch. Ver⸗ 


ſuchsſtation in Marburg in Heſſen. 


Nr. 473. $ 
Waſſerinſtallationen. Gas⸗ und Waſ⸗ 


ſerinſtallationen mit Einſchluß der 


Abortanlagen v. Prof. Dr. Phil. u. 


Dr.⸗Ing. Eduard Schmitt in Darm⸗ 


ſtadt. Mit 119 Abbild. Nr. 412. 


Waſſerkraftanlagen von Th. Rümelin, 
Regierungsbaumeiſter a. D., Ober⸗ 


ingenieur in Dresden. I: Beſchrei⸗ 
bung. Mit 66 Figuren. 


Mit 35 Figuren. Nr. 666. 

— — III: Bau und Betrieb. 
56 Figuren. Nr. 667. 

Waſſerturbinen, Die, von Dipl.⸗Ing. 
P. Holl in Berlin. I: Allgemeines. 
Die Freiſtrahlturbinen. Mit 113 
Abbildungen. Nr. 541. 

— — II: Die Überdruckturbinen. Die 
Waſſerkraftanlagen. Mit 102 Ab» 
bildungen. Nr. 542. 

Waſſerverſorgung der Ortſchaften v. 
Dr.-Ing. Robert Wehrauch, Prof. 
an der Kgl. Techniſchen Hochſchule 
Stuttgart. Mit 85 Fig. Nr. 5. 


Mit 


Nr. 77. 
Die thermo⸗ 


Mit 54 Figuren. 


Nr. 665. 
— — I: Gewinnung der Waſſerkraft. 


Weberei. Textilinduſtrie II: Weberei, 
Wirkerei, Poſamentiererei, Spit⸗ 
zen⸗ u. Gardinenfabrikation und 
Filzfabrikation von Prof. Max 
Gürtler, Geh. Regierungsrat im 
Königl. Landesgewerbeamt zu 

i Berlin. Mit 29 Figuren. Nr. 185. 

Bechſelſtromerzeuger von Ing. Karl 

Pichelmayer, Prof. an der k. k. 

Techniſchen Hochſchule in Wien. 

Í Mit 40 Figuren. Nr. 547. 

Wechſelweſen, Das, v. Rechtsanw. Dr. 

| Rudolf Mothes in Leipzig. Nr. 103. 

Wehrverfaſſung, Deutſche, von Geh. 

Kriegsrat Karl Endres, vortr. Rat i. 

Kriegs miniſt. i. München. Nr. 401. 

Werkzeug maſchinen für Holzbear⸗ 

beitung, Die, von Ing. Profeſſor 

Hermann Wilda in Bremen. Mit 

125 Abbildungen. Nr. 582. 

Werkzeugmaſchinen für Metallbear⸗ 
beitung, Die, von Ing. Prof. Her⸗ 
mann Wilda in Bremen. I: Die 
Mechanismen der Werkzeugmaſchi⸗ 
nen. Die Drehbänke. Die Fräs⸗ 
maſchinen. Mit 319 Abb. Nr. 561. 

— — II: Die Bohr und Schleif⸗ 
maſchinen. Die Hobel, Shaping- 
u. Stoßmaſchinen. Die Sägen 
u. Scheren. Antrieb u. Kraft⸗ 

j bedarf. Mit 206 Abbild. Nr. 562. 

Weſtpreußen. Landes kunde der Pros 

vinz Weſtpreußen von Fritz Braun, 

Oberlehrer am Kgl. Gymnaſium in 

Graudenz. Mit 16 Tafeln, 7 Text⸗ 

i karten u. 1 lith. Karte. Nr. 570. 

Wettbewerb, Der unlautere, von 
Rechtsanwalt Dr. Martin Waſſer⸗ 
mann in Hamburg. Generalklau⸗ 
jel, Reklameauswüchſe, Ausver⸗ 
kaufsweſen, Angeſtelltenbeſtechung. 
Nr. 339. 

— — II: Kreditſchädigung, Firmen⸗ 
und Namenmißbrauch, Verrat von 
Geheimniſſen, Ausländerſchutz. 
Nr. 535. 

Wirbelloſe Tiere. Das Tierreich VI: 

Die wirbelloſen Tiere von Dr. 

Ludwig Böhmig, Prof. d. Zoologie 

an der Univ. Graz. I: Urtiere, 

Schwämme, Neſſeltiere, Rippen⸗ 

quallen u. Würmer. Mit 74 Fig. 

Nr. 439. 

— II: Krebſe, Spinnentiere, Tau- 

ſendfüßer, Weichtiere, Moostier⸗ 

chen, Armfüßer, Stachelhäuter u. 

Manteltiere. Mit 97 Fig. Nr. 440. 
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Wirkerei. Textilinduſtrie II: Webe⸗ 
rei, Wirkerei, Poſamentiererei, 
Spitzen⸗ u. Gardinenfabrikation 
und Filz fabrikation von Prof. Ma 


Gürtler, Geh. Regi ierungsrat im! 


Königl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Figuren. Nr. 185. 
Wirtſchaftlichen Berbände, d Die, v. Dr. 
Seo Müffelmann in Roſtock. Nr. 588. 
Wirtſchaftspflege. Kommunale Wirt⸗ 
ſchaftspflege von Dr. Alfons Rieß, 
Magiſtratsaſſ. in Berlin. Nr. 534. 
Wohnungs frage, Die, v. Dr. L. Pohle, 
Prof. der Steats wissenschaften 
Frankfurt a. M. I: Das Wohnungs⸗ 
weſen in der modernen Stadt. 
Nr. 495. 
— — II: 
und Bodenpolitik. Nr. 496. 
Wolfram von Eſchenbach. Hartmann 
v. Aue, Wolfram v. Eſchenbach 


und Gottfried von Straßburg. 
Auswahl aus dem höf. Epos mit 


Anmerkungen und Wörterbuch von 


Dr. K. Marold, Prof. am Königl. 
Friedrichskollegum zu Königs⸗ 
berg i. Pr. Nr. 22. t 


Wörterbuch nach der neuen deutſchen ! 
Rechtſchreibung von Dr. Heinrich 


Klenz. Nr. 200. 


— Deutſches, von Dr. Richard Loewe 


in Berlin. Nr. 64. 
— Techniſches, enthaltend die wichtig⸗ 


ſten Ausdrücke des Maſchinenbaues, 
Schiffbaues und der Elektrotechnit | 


von Erich Krebs in Berlin. I. Teil: 

Deutſch⸗Engliſch. Nr. 395. 

II. Teil: Engl.⸗Otſch. Nr. 396. 

— — UI. Teil: Dtſch.⸗Franz. Nr. 453. 

— — IV. Teil: Franz.⸗Diſch. Nr. 454. 

Württemberg. Württembergiſche Ge⸗ 
ſchichte v. Dr. Karl Weller, Prof. 
am Karlsgymnaſium in Stuttgart. 


Nr. 462. 
Württemberg. Landeskunde des 
Königreichs Württemberg von 


Dr. K. Haſſert, Profeſſor der Geo⸗ 


graphie an der Handelsbochſchule 


3u. 


Die ſtädtiſche Wohnungs⸗ 


Zeichnen, Geometriſches, von H. 
Beder, Architekt und Lehrer an ber 

i Baugewerkſchule in Magdeburg, 

i neu bearbeitet von Prof. J. zen 
derlinn, Direktor der königl. Bau 
gewerkſchiile zu Münſter. Mit 250 
Fig. u. 23 Taf. im Text. Nr. 58. 

Zeitungsweſen, Das deutſche, von Dr. 
R. Brunhu aber, Köln a. Rh. Nr. 400. 

Zeitungsweſen, Das moderne, (Syſt. 
d. Zeitungslehre) von Dr. Robert 
Brunhuber in Köln a. Rh. Nr. 320. 

Zeitungs weſen, Allgemeine Geſchichte 
des, von Dr. Ludwig Salomon 
in Jena. Nr. 351. 

Zellenlehre und Anatomie der Pilana 
zen von Prof. Dr. H. Miehe⸗ in 
Leipzig. Mit 79 Abbild. Nr. 558. 

Zentral-Perſpektive von Architekt 
Hans Srenberger, neu bearbeitet 
von Profeſſor J. RA Vonderlinn, Die 
rektor der Königl. Baugewerkſchule 


in tünſter i. Weſtf. Mit 132 Fig. 
Nr. 5 
Ser eb en von Carl Cpitz, Ober⸗ 


lehrer an der Kaiſ. Techn. Schule in 


Straßburg i. E. I Aligemeines, 
Balkenlagen, Zwiſchendecken und 
D s 


3. Fußböden, 


Tachwer Hänge⸗ und 
5 Mit 169 Ab- 
bildungen. Nr. 489. 


— II: Dächer, Wandbekleidungen, 
Simsſchalungen, Block⸗, Bohlen- 
und Bretterwände, Zäune, Türen, 
j Tore, Tribünen und Baugerüſte. 

Mit 167 Abbildungen. Nr. 490. 
| Zivflprogze zeßrecht, Teutſches, von Prof. 

Dr. Wilhelm Kiſch in Straßburg 
| i E. 3 Bände. Nr 428—430. 
Zoologie. Geſchichte der, von Prof. 

Dr. Rud. Burckhardt. Nr. 357. 
| Zändwaren von Direktor Dr. Alfons 

Bujard, Vorſt. des Städt. Chem. 
} Laboratoriums Stuttgart. Nr. 109. 
Zwangs verſteigerung, Die, und die 
Zwangsverwaltung von Dr. F. 
Kretzſchmar, Oberlandesgerichtsrat 


in Köln. Mit 16 Vollbildern u. in Dresden. Nr. 523. x 

1 Karte. Nr. 157. Zwirnerei. Tertilimduftrie I: Spin⸗ 
Zeichenſchule von Prof. K Kimmich nerei und Zwirnerei von Prof. 

in Ulm. Mit 18 2 Tafeln i m Tons, | Mar Gürtler, Geh. Regierungsrat 


Farben- und Golddruck und 200 
Bolle und Textbildern. Nr. 39. 


H im Königlichen Landesgewerbeamt 
| su Berlin. Mit 39 Fig. Nr. 184. 


Weitere Bände find in Vorbereitung. 
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G. J. Göſchen'ſche Berlagshandlung G. m. b. H. Berlin W 35 und Leipzig 


St unſerm Verlag erſchien ſoeben: 


Rußlands Kultur und 
Volkswirtſchaft 


Aufſätze und Vorträge im Auftrage der Vezeinigung 

für ſtaatswiſſenſchaftliche Fortbildung zuͤ Berlin 
herausgegeben von Max Sering 
Steif geheftet, Preis Mark 7.20 ìt 


Inhalt: 


en Grundlagen der ruſſiſchen Kultur. Von Prof. 

r. Ho 

Die Bedeutung der neueren ruſſiſchen Literatur. Von Prof. 
Dr. Brückner. 

Die Grundzüge des ruſſiſchen Rechts. Von Prof. Dr. Neubecker. 

Die innere Entwicklung Rußlands ſeit 1905. Von Prof. 
Dr. Hoetzſch. 


Die wirtſchaftsgeographiſchen Grundlagen der ruſſiſchen Volks⸗ 
wirtſchaft. Von Prof. Dr. Ballod. 

Die Buchführung der ruſſiſchen Agrarreform. Von Prof. 
Dr. Auhagen. 

Die gegenwärtige ruſſiſche Agrargeſetzgebung und ihre Durch⸗ 
führung in der Praxis. Von A. Koefoed. 

Ruſſiſche Induſtrie. Von Dr. Otto Goebel. 

Die Petersburger Induſtrie. Von Woſſidlo. 

Die ruſſiſchen Finanzen. Von Prof. Dr. Wilkow. 

a Stellung in der Weltwirtſchaft. Von Profeſſor 

Dr. Wiedenfeld. 
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G. J. Göſchen'ſche Verlagshandlung G. m. b. H. Berlin W 35 und Leipzig 


In unſerm Verlag erſchien ſoeben: 


Geſchichte der Aufteilung und 
Koloniſation Afrikas ſeit dem 
Zeitalter der Entdeckungen 


Erſter Band: 1415—1870 
2, Von Dr. Paul Darmſtädter 


Profeſſor an der Aniverſttät Göttingen 
N iq e — - 
} j T Broſchiert M. 7.50, gebunden M. 9.50 


as Buch beabſichtigt, in kurzen Zügen, durchweg an der Hand der 

Quellen, einen Überblick über die G jte der Aufteilung und oloni- 
ſation Afrikas, vom Zeitalter der Entdeckungen bis in unſere Tage zu geben. 
Wie der Titel andeutet, iſt die Aufgabe eine doppelte: es ſoll die Auf⸗ 
teilung des Erdtei zidert werden, ein Vorgang, der fih zum großen 
Teil in Europa abgespielt hat und ein wichtiges Kapitel der Weltgeſchichte 
der neueren Zeit bildet; es ſoll dabei gezeigt werden, wie die Wert⸗ 
ſchätzung Afrikas in der Meinung der europͤiſchen Völker jeweils eine 
verſchiedene geweſen iſt, natürlich unter dem Einfluß der herrſchenden 
kolonialpolitiſchen Anſchauungen, und wie dadurch der mehr oder minder 
raſche Gang der Aufteilung beſtimmt wurde. Dann aber ſoll auch die 
Koloniſation, die Verwaltung und Ausnutzung der von den europäiſchen 
Nationen in Beſitz genommenen Gebiete dargeſtellt und gezeigt werden, 
welche Bedeutung die afrikaniſchen Kolonien für die eurspäiſchen Völker 
gewonnen haben. 

Der vorliegende erſte Band behandelt die Epoche der portugieſiſchen 
Borherrſchaft (15. und 16. Jahrhundert), die Geſchichte Afrikas in der Zeit 
des Sklavenhandels (17. und 18. Jahrhundert), und ausführlicher den Beite 
raum vom Ende des 18. Jahrhunderts bis 1870, in dem namentlich die 
Darſtellung der ägyptiſchen Exvedition Napoleons ſowie die Geſchichte 
Algeriens und Südafrikas Intereſſe erwecken werden. In einem zweiten 
Bande foll die Geſchichte der Aufteilung und Koloniſation Afrikas bis in 
die unmittelbare Gegenwart fortgeführt werden. Ein beträchtlicher und 
nicht unwichtiger Teil der Geſchichte der neueſten Zeit — es ſei nur an 
Tunis und Agypten, Tripolis und Marokko, die Gründung des Rongo- 
ſtaats und der deutſchen Kolonien, den Burenkrieg und die Einigung 
Südafrikas erinnert — wird in dem Buche zur Darſtellung gelangen, das 
ebenſo dem Kolonialpolitiker wie dem Historiker zu dienen beſtimmt ift. 
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G. J. Göſchen'ſche Berlagsgandlung G. m. 5.9. Berlin W 35 und Leipzig 


In unſerm Verlag erſchien ferner: 


Hiſtorik 


Ein Organon geſchichtlichen Denkens u. Forſchens 
Von 


Dr. Ludwig Rieß 


Privatdozent an der Univerſität Berlin 


Erſter Band . 
25 Bogen gr. 80. Broſchiert M. 7.50, in Halbfranz geb. M. 9.50 


Die Aufgabe der „Hiſtorik“ ift von Wilhelm von Humboldt 
und von Johann Guſtav Droyſen am klarſten erfaßt worden. 
Sie muß die produktive Ausprägung der allgemeinen 
Gedanken ſein, die in den muſtergültigen geſchichtlichen 
Betrachtungen übereinſtimmend als Ausgangspunkt oder 
Zielpunkt der Forſchung unmittelbar vorausgeſetzt werden. 
Es handelt ſich dabei nicht um die methodiſchen Kunſtgriffe 
der Heuriſtik, Kritik und Interpretation, ſondern um das 
Eindringen in den Kern aller menſchlichen Beziehungen 
und in die Wirkſamkeit der Kräfte, auf denen die Ab⸗ 
wandlungen der hiſtoriſchen Begebenheiten beruhen. Dieſes 
Element der Wirklichkeit geiſtig zu durchdringen iſt die 
Aufgabe, die hier zum erſten Wale zu löſen verſucht wird. 
So geſtaltet ſich die Darſtellung zu einer durch ſcharfe 
Begriffsbeſtimmungen und anſchauliche Beiſpiele auf der 
Höhe wahrer Wiſſenſchaft gehaltenen Enzyklopädie der 
Grundüberzeugungen der Geſchichts⸗ und Menſchenkenner. 


Ro pberg'ſche Buchdruckerei, Leipzig 


